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Lösungen Aufgabe 1: 
 
Die Lage des Kontaktpunktes der beiden Rollen muss 
bestimmt werden. Der Kontaktpunkt hat in waagrechter 
Richtung den Abstand L1 und in senkrechter Richtung 
den Abstand L2 vom Mittelpunkt der linken Rolle. 
Aus dem Strahlensatz erhält man 
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Die Wirklinie der Kraft F = 10kN geht durch die beiden Rollenmittelpunkte. Daher gilt 
analog zu den Längen: 
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Der notwendige Abstand x kann durch das 
Momentengleichgewicht um den linken 
Lagerungspunkt A bestimmt werden. 
 
 

:0=∑ A
M  ( ) ( ) 04.212008003.012006.0600 12 =⋅+−++−⋅−⋅− xFLFL yx  

=> 5001200
4.2

6108082103.012006.0600 =−⋅+⋅−⋅−⋅−=x  

 
Lösungen Aufgabe 2: 
 
Die beiden zueinander symmetrischen 
Balken müssen frei geschnitten werden. 
Die beiden Normalkräfte NA, NB die 
beiden  Haftreibungskräfte HA, HB und die 
Gelenkkräfte Gx und Gy müssen 
eingezeichnet werden. 
 
Für beide Balken werden die 
Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt. 
Gleichzeitig werden die 
Haftreibungsbedingungen HA = µNA und 
HB = µNB berücksichtigt. 
 
Linker Balken: 

:0=∑ xF  0=−=− xAxA GNGH µ  => Ax NG µ=  

:0=∑ yF  0=+− yA GGN   
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:0=∑ A
M  0sincossin

2
=++− yx GLGLG

L ααα  

 
Rechter Balken: 

:0=∑ xF  0=+−=+− xBxB GNGH µ   => Bx NG µ=  

:0=∑ yF  0=−− yB GGN   

:0=∑ B
M  0sincossin

2
=+− yx GLGLG

L ααα  

 
Addiert man die beiden Momentengleichgewichte folgt:  

0sin2sincossin
2
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2

==+−+++− yyxyx GLGLGLG
L

GLGLG
L ααααααα  

=> 0=yG  

 
Aus den beiden Kräftegleichgewichten in y-Richtung erhält man mit Gy = 0: 

0=+− yA GGN  => GNA =  bzw. 0=−− yB GGN  => GNB =  

 
Abschließend betrachtet man den linken Balken und setzt die Kräftegleichgewichte in die 
Bilanz des Moments ein. 
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Die Betrachtung am rechten Balken liefert das gleiche Ergebnis. 
 
Lösungen Aufgabe 3: 
 
Aus Symmetriegründen ist es ausreichen nur die untere Hälfte zu betrachten. Werden Walze 
und Werkstück getrennt, müssen die folgenden Kräfte eingetragen werden, wobei FN in 
radialer Richtung und FR tangential zur Walze zeigt. 

   
 
 
 
 
 
 
 

Der Winkel α wird für die Kräftezerlegung von FN und FR benötigt.  
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Die Kräftedreiecke  und die geometrischen Dreiecke ergeben: 

αcosNNx FF = , αsinNNy FF =  

αsinRRx FF = , αcosRRy FF =  

 
 
 
 
Die am Werkstück angreifenden Kräfte werden betrachtet. Die in y-Richtung zeigenden 
Kräfte werden von den entsprechenden Kräften an der nicht betrachteten Seite des 
Werkstückes ausgeglichen. Die Kräfte FNx und FRx zeigen an beiden Werkstückseiten in die 

gleichen Richtungen. Dies 
bedeutet, dass Werkstück kann 
in die Walzen eingezogen 
werden, wenn die Kräfte in 
positive x-Richtung größer 
gleich den Kräften in 
negativer x-Richtung sind. 

xx NR ≥  

 
Der Grenzhaftreibungsfaktor µ0 erhält man für FRx = FNx und FR = µ0FN.   
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Lösungen Aufgabe 4: 
 
Die beiden Walzen und die Platte werden frei geschnitten. 
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Das senkrechte Kräftegleichgewicht und das Gleichgewicht der Momente an der rechten 
Rolle ergeben die Seilkräfte S1 und S2. Der Parameter a ist der unbekannte Rollenradius. 

:0=∑ B
M  012 =− aSaS    => 12 SS =  

:0=∑ yF  0221 =−− GSS  => 
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SS ===  

 
Die Normalkraft FN kann an der linken Rolle ermittelt werden. Dabei wird die Haftbedingung 
FR = µ0FN verwendet. 
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Die gesuchte Kraft F erhält man mit dem Kräftegleichgewicht in x-Richtung an der Platte. 
Dabei wird wieder die Haftreibungsbedingung FR = µ0FN berücksichtigt. 
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Lösungen Aufgabe 5: 
 
Der Keil und der Klotz werden frei geschnitten. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Betrachtet man den Klotz, so erhält man mit dem Momentengleichgewicht am Berührpunkt K 
die Normalkraft FNA. 
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Weil am Punkt A kein Gleiten auftreten soll, gilt am Punkt A 
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G

FNK

FRK

L/2 L/2

FRA

FNA

F

FNB
FRB

FNK
FRK

x

y



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 5 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
wobei µA noch unbekannt ist. Es soll die minimale Kraft F bestimmt werden. Dies bedeutet, 
dass für die Haftreibungskraft FRK = µK FNK gelten muss. Für die Berechnung der beiden 
Kräfte FRK und FNK werden diese in ihre Komponenten in x- und y-Richtung zerlegt. 

αcosRKRKx FF = , αsinRKRKy FF =  

αsinNKNKx FF = , αcosNKNKy FF =  

 
 
 
 
 
 
Das Momentengleichgewicht um A ergibt die Kräfte FRK und FNK, 
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M  0sincos
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Beim Punkt B muss auch die Haftreibungsbedingung FRB = µKFNB erfüllt sein. Das 
Kräftegleichgewicht in x- und y-Richtung für den Keil ergibt die gesuchte Kraft F. 

:0=∑ yF  0sincos =−−=−− αµα
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NKKNKNBRKyNKyNB FFFFFF  
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Weil die Kraft F größer null ist, ist der Keil selbst hemmend. Dies bedeutet er hält ohne 
äußere Kraft. 
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Lösungen Aufgabe 6: 
 
a.) Die beiden Rollen müssen frei geschnitten werden. Die 
Seilreibungsbedingung mit dem Überdeckungswinkel π/2 
lautet für die untere Rolle: 

02
1

µπ

eFF =  
 
Analog gilt für die obere Rolle: 

02
2

µπ

FeF =  
 
Fasst man beide Gleichungen zusammen, so erhält man die Bestimmungsgleichung für µ0. 

0
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==  

=> 5
1

20 ==
F

F
eπµ   => 5ln0 =πµ  => 5123.0
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π
µ  

b.) Für die Berechnung der Momente MU und MO werden an den beiden Rolle das 
Momentgleichgewicht ausgewertet. 
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M  01
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2
111 =
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 :0=∑ O
M  055

00 2
1

2
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c.) Die Kräftebilanzen an der unteren Rolle ergeben die unteren Lagerkräfte, entsprechend die 
Kräftebilanzen an der oberen Rolle die oberen Lagerkräfte. 
 
Untere Rolle: 

:0=∑ xF  01 =− FFUx  => 1FFUx =  

:0=∑ yF  0=+− FFUy  

=> 1
2

1 2361.2
0

FeFFFUy ===
µπ

 

 
Obere Rolle: 

:0=∑ xF  02 =+− FFOx   => 12 5FFFOx ==  

:0=∑ yF  0=− FFOy   => 1
2

1 2361.2
0

FeFFFOy ===
µπ

 

 
Die Lagerung der oberen Rolle wird stärker beansprucht. 
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Lösungen Aufgabe 7: 
 
a.) Die beiden drehbar gelagerten Walzen sind nur für die 
Umlenkung der Kette notwendig. Sie beeinflussen nicht die 
Kettenkraft. Somit muss nur die fest gelagerte Walze betrachtet 
werden. Aus der Skizze erkennt man, dass der Überdeckungswinkel 
β der Kette mit Hilfe von α ausgedrückt werden kann.  

απβ −=
2

 

 
Die Seilreibungsbedingung stellt den Zusammenhang zwischen F und G dar. 

0
0 2

µαπ
βµ 







 −
== FeFeG  

=> 2
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 −

F

G
e
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2 0 =
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=> 
6328ln
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2 0

πππ
π

π
µ

πα =−=−=−=  

 
b.) Wenn F zu groß wird, bewegt sich die Kette in Richtung der Kraft F, falls F zu klein wird, 
bewegt sich die Kette in Richtung der Gewichtskraft G. Die Grenzen von F werden berechnet, 
indem F einmal die kleinere und einmal die größere kraft in der Gleichung für die Seilreibung 
ist. 
 
Untere Grenze: 

FFFeFeFeFeFeG 6818.1848ln4
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422 40
0 =======
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Obere Grenze: 

GGGeGeGeGeGeF 6818.1848ln4

8ln8ln

422 40
0 =======








 −






 −
π

ππµαπ
βµ  

 
Lösungen Aufgabe 8: 
 
a.) Die Vordergabel wird frei 
geschnitten. Die 
eingezeichneten Kräfte und 
Momente sind einzuführen. 
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b.) Für die Berechnung der Reibkraft FR wird an der unteren linken Rolle um deren 
Mittelpunkt O das Momentengleichgewicht aufgestellt. 

:0=∑ O
M  0

22 =−=− RRA F
L

LGFRM γ  => GFR γ2=  

 
Die Bilanz der Momente um den Radmittelpunkt 3 ergibt das Bremsmoment MB. 

:0
3

=∑M  025.11 =⋅−=− GLMFRM BRB γ  => LGM B γ3=  

 
c.) An der Gabel werden die Kräfte F3x, F3y und F4 berechnet. 

:0=∑ yF  03 =− GF y   => GF y =3  

:0
3

=∑M  0cos5.1sin3 4 =−+ BMGLFL αα  

=> 






 −=−=−=
α
α

α
γ

α
αγ

α
α

sin2
cos

sinsin3
cos5.13

sin3
cos5.1

4 G
L

GLLG

L

GLM
F B  

:0=∑ xF  043 =− FF x   => 






 −==
α
α

α
γ

sin2
cos

sin43 GFF x  

 
Für die Berechnung der Kraft F1 werden die Kräfte F1, F2 und FR in ihre 
Komponenten zerlegt. 

 
Aus den geometrischen Dreiecken zwischen den drei Mittelpunkten kann man die Länge B  
und den Winkel β ablesen 

LB 4.22 =     => LB 2.1=  

6.0
2

2.1
sin

21

==
+

=
L

L

RR

Bβ   => 8.0cos =β  

    
Aus den Kräftedreiecken erkennt man: 

111 6.0sin FFF x == β ,  111 8.0cos FFF y == β  

GFFF RRRx γβ 6.18.0cos === , GFFF RRRy γβ 2.16.0sin ===  

222 6.0sin FFF x == β ,  222 8.0cos FFF y == β  

  
Um die Kraft F1 zu berechnen wird um den Kontaktpunkt 2 
zwischen rechter Rolle und Rad das Momentengleichgewicht 
aufgestellt. Die entsprechenden Hebelarme können der Skizze 
entnommen werden. 
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:0
2

=∑M  02.19.09.08.18.1 331 =++++−− BxyRyy MLFLFLGLFLF  

=> 03
sin2

cos
sin

2.19.09.02.18.18.08.1 1 =+






 −+++⋅−⋅− LGLGLGLGGLFL γ
α
α

α
γγ  

=> 
L

LGLGLGLGLG
F

44.1

3
sin2

cos
sin

2.19.09.016.2

1

γ
α
α

α
γγ +







 −+++−
=  

 
Aus sinα = 0.96 folgt cosα = 0.28. 

=> ( )1285.14514.1
sin2
cos2.1

8.116.23
sin

2.1
44.11 +=







 −+






 −+= γ
α
αγ

α
G

G
F  

 
Das Rad dreht nicht durch, solange die Haftreibungsbedingung FR ≤ µ0F1 zwischen Rad und 
linker Rolle erfüllt ist. 

( )1285.14514.12 010 +=≤= γµµγ GFFG R  

=> ( )1285.14514.12 0 +≤ γµγ  => ( ) 00 1285.14514.12 µγµ ≤−  

=> ( )0

0

4514.12
1285.1

µ
µγ

−
≤  

 
Für das Antriebsmoment bedeutet dies: 

( )GLGLM A
0

0

4514.12
1285.1

µ
µγ

−
≤=  

 
d.) Das maximal zulässige Antriebsmoment ist zu berechnen. 

( ) GLGLM A 0571.2
0.14514.12

0.11285.1
max, =

⋅−
⋅=  

 
Das aufgebrachte Antriebsmoment MA = 2GL ist kleiner wie das maximal zulässige. Daher 
dreht das Rad nicht durch! 
 
e.) Die an der Gabel angreifenden Kräfte und Momente müssen bestimmt werden. 

GGFF x 9375.1
sin2

cos
sin

2
43 =







 −==
α
α

α
,  GF y =3  und  LGLGM B 623 =⋅=  

 
Die gesamte Gewichtskraft verteilt sich auf die Länge 3L. Dadurch entsteht eine senkrecht 
nach unten zeigende Streckenlast G/3/L. 
 
Es wird ein lokales xz-Koordinatensystem eingeführt. Die lokale x-Achse zeigt parallel zum 
Balken bzw. zur Gabel, die z-Achse quer. Die waagrechte Kraft F4 = 1.9375G muss in eine 
Komponente parallel F4p und quer F4q zum Balken zerlegt werden. Aus der Skizze entnimmt 
man die Lage des Winkels α im Kräftedreieck. Analog wird die Kraft F3x zerlegt. 

GFFF p 5425.028.0cos 444 === α ,   GFFF q 86.196.0sin 444 === α  

 
Auch die senkrechte Kraft F3y = G muss in eine parallele Komponente F3yp und in eine 
Komponente quer F3yq zum Balken zerlegt werden. Auch hier kann man den Winkel α des 
Kräftedreiecks aus der Skizze entnehmen. 
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GFFF yyyp 96.096.0sin 333 === α ,   GFFF yyq 28.028.0cos 433 === α  

 
Analog zur senkrechten Kraft F3y kann auch die Streckenlast in einen Anteil parallel zum 
Balken und in einen Anteil quer zum Balken zerlegt werden. Wie bei der Einzelkraft F3y ist 
die parallele Komponente (qx) der Streckenlast das 0.96-fache der Gesamtstreckenlast und die 
Komponente quer (qz) zum Balken das 0.28-fache. Das bedeutet, dass bei diesem Bauteil die 
Normalkraft infolge der Streckenlast qx eine Steigung ungleich null besitzt. 

L

G
qx 3

96.0= ,   
L

G
qz 3

28.0=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fasst man die Kräfte parallel und quer zum Balken zusammen erhält man die folgenden 
Verläufe von Normalkraft, Querkraft und Biegemoment: 

( ) x
L

G
GxN

3
96.0

5425.0 −=   => ( ) GxN 5425.00 == , ( ) GLxN 4175.03 −==  

( ) x
L

G
GxQ

3
28.0

86.1 −−=   => ( ) GxQ 86.10 −== , ( ) GLxQ 14.23 −==  

( ) 2

6
28.0

86.1 x
L

G
GxxM −−=   => ( ) 00 ==xM ,  ( ) LGLxM 63 −==  
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Lösungen Aufgabe 9: 
 
Die Normalkraft ist im gesamten Stab N = F. Da die Querschnittsfläche im Teilstab 1 
konstant ist, ist auch die Spannung im Teilstab 1 konstant. 

222
12

1
1

1 8.31
20

1000044

4
mm

N

D

F

D

F

A

N =
⋅

⋅====
πππσ    

 
Analog gilt im Teilstab 2: 

222
22

2
1

2 3.127
10

1000044

4
mm

N

D

F

D

F

A

N =
⋅

⋅====
πππσ  

 
Da auch der Elastizitätsmodul E konstant ist, ergeben sich auch in jedem Teilstab konstante 
Dehnungen. 

31
1 1018.3

10000

8.31 −⋅===
E

σε  und 0127.0
10000

3.1272
2 ===

E

σε  

 
Im linken Teilstab 1 erhält man die Verschiebung: 

( ) xxx
ED

F
x

E
xxu 3

22
1

1
11 1018.3

2010000

1000044 −⋅=
⋅⋅

⋅====
ππ

σε  

 
Am Verbindungspunkt Teilstab 1/Teilstab 2 gilt x = L1. 

( ) mmL
ED

F
x

E
xLxu 59.1500

2010000

1000044
212

1

1
111 =

⋅
⋅=====

ππ
σε  

 
Im Teilstab 2 erhält man mit der Anfangsverschiebung u1 (x = L1) = 1.59mm durch den 
Teilstab 1 eine lokale Verschiebung von: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )500
1010000

100004
59.1

4
212

2
1112112 −

⋅
⋅+=−+==−+= xLx

ED

F
LxuLxLxu

ππ
εε  

=> ( ) ( )5000127.059.12 −+= xxu  
 
Setzt man in diesen Ausdruck die x-Koordinate des Endpunktes ein, erhält man die 
Stabverlängerung. 

( ) ( ) mmLLxu 94.735.659.150010000127.059.1212 =+=−+=+=  
 
Lösungen Aufgabe 10: 
 
Die Gesamtkraft F = mg setzt sich aus den n Drahtkräften FD zusammen (n: Anzahl der 
Drähte).  

2
maxmax 4

DnAnnFmgF DD

πσσ ====  

 
Löst man dies nach n auf, erhält man die gesuchte Anzahl n = 1250 an Drähten. 

06.1249
1100

81.91000044
22

max

=
⋅⋅
⋅⋅==

ππσ D

F
n  
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Lösungen Aufgabe 11: 
 
Im Kupferteil sind alle Größen σ, ε, A über der Länge L konstant. Damit der Stift eingeführt 
werden kann, muss der Kupferteil um 4H zusammengepresst werden. Die aufzubringende 
Kraft F1 entspricht der im Kupferteil auftretenden Normalkraft N. 

N
L

EAH

L

HEA
A

E
AEANF CuCuCuCuCuCu 200000

4
01.0200200000

22
4

221 =⋅⋅======= εεσ  

 
Nach dem Einklemmen entsteht durch die Wand auch eine Druckkraft F2, da die eingebaute 
Stablänge 3L-2H kürzer als die Ausgangslänge 3L ist. Die dadurch erzeugte Normalkraft ist 
wieder über der ganzen Länge 3L konstant. Daher gilt jeweils in den beiden Stahlteilen und in 
dem Kupferteil 

L

LEA
AEANF St

StStStStSt

∆====
22 εσ    => 

EA

LF
LSt

22=∆  

L

LEA
AEANF Cu

CuCuCuCuCu

∆====
22 εσ   => 

EA

LF
LCu

22=∆  

 
Die gesamte Änderung der Länge beträgt im eingebauten Zustand 2H. 

EA

LF

EA

LF

EA

LF
LLH CuSt

222 6
22

222 =+=∆+∆=  => 
L

EAH
F

32 =  

 
Die Bestimmungsgleichung von F2 setzt man in den Ansatz zur Bestimmung von ∆LCu ein. 

mmH
L

EAH

EA

L

EA

LF
LCu 150

1
01.0

3
2

3
2

3
22 2 =====∆  

 
Lösungen Aufgabe 12: 
 
Die Querschnittsfläche des Turmes wird so ausgelegt, 
dass überall die Spannung σmax wirksam ist. Da sich 
die Querschnittsfläche A(x) über der Turmhöhe x 
ändert, kann nicht der gesamte Turm bilanziert 
werden. Es muss ein kleiner Turmabschnitt mit der 
Länge dx betrachtet werden. 
  
Am oberen (negativen) Schnittufer wirkt die 
Normalkraft N, die in das Volumen zeigt. Am unteren 
(positiven) Schnittufer wirkt die veränderte Normalkraft N+dN. Zusätzlich wirkt im inneren 
des kleinen Teilvolumens die Volumenkraft ρgdV. Die Kräftebilanz in x-Richtung wird 
betrachtet. 

:0=∑ xF  ( ) 0=++− gdVdNNN ρ  

 
Die Spannung im Turm ist konstant. Daher können die Normalkräfte durch die konstante 
Spannung σmax und die lokale Querschnittsfläche ausgedrückt werden. 

AN maxσ= ,  ( )dAAdNN +=+ maxσ  

 
Für die Berechnung der Volumenkraft ersetzt man das Volumen dV durch das Produkt von 
Querschnittsfläche A mal Abschnittshöhe dx. 
 gAdxgdV ρρ =   

Ri
dx

A

A+dA

x N

N+dNρρρρgdV

Ra(x)
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Die Ausdrücke werden in das Kräftegleichgewicht eingesetzt. 

( ) 0maxmaxmax =+−=++− gAdxdAgAdxdAAA ρσρσσ  

=> dx
g

A

dA

maxσ
ρ=  

 
Die Differentialgleichung wird vom oberen Turmanfang (x = 0, A(x = 0) = A0) bis zur zu 
untersuchenden Stelle (x, A(x)) integriert. 

( )

∫∫∫ ==
xxxA

A

dx
g

dx
g

A

dA

0max0 max0
σ
ρ

σ
ρ

 

=> ( ) ( )
x

g

A

xA
AxA

max0
0 lnlnln

σ
ρ==−   => ( )

x
g

eAxA max
0

σ
ρ

=  

 
Den Anfangsquerschnitt A0 erhält man aus der Kraft F am oberen Ende des Turms. 

0
max A

F=σ   => 
max

0 σ
F

A =  

 
Man erhält die lokale Querschnittsfläche A(x). 

( )
x

g

e
F

xA max

max

σ
ρ

σ
=  

 
Nicht die Querschnittsfläche A(x), sondern der variable Außenradius Ra(x) ist gesucht. 

( ) ( )( )22
ia RxRxA −= π    => ( ) ( ) x

g

iia e
F

R
xA

RxR max

max

22 σ
ρ

πσπ
+=+=  

 
Der Innenradius beträgt Ri = 1000mm, die Dichte ρ = 2.10-6kg/mm³ und die 
Erdbeschleunigung g = 9.81m/s². Am oberen Ende des Turms gilt x = 0. 

( ) mmexRa 1148
1

10
1000

1
10

10000
6

20
6

2 =
⋅

+=
⋅

+==
ππ

 

 
Am Boden gilt x = H = 10000mm. 

( ) mmexRa 1178
1

10
100010000

10000
1

81.91026
2

6

=
⋅

+==
⋅⋅ −

π
 

 
Infolge des Eigengewichts des Turmes muss die Wandstärke von oben nach unten um 30mm 
vergrößert werden. 
 
Für die Absenkung wird das Hookesche Gesetz angewandt. 

H

L
E

L

L
EE

∆=∆== εσ max  => mm
E

H
L

3
1

30000
100001max =⋅==∆ σ

 

 
Die Absenkung ist vernachlässigbar klein! 
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Lösungen Aufgabe 13: 
 
Die beiden Räder und der Rahmen müssen frei geschnitten werden. Es müssen die skizzierten 
Schnittkräfte eingetragen werden. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Am rechten Rad werden die Kräfte F1 und F2 bestimmt werden. Die Seilreibungsbedingung 
und das Momentengleichgewicht um den Radmittelpunkt 3 werden dazu ausgewertet. Aus der 
Skizze erkennt man, dass F2 > F1 sein muss. Die Kräftegleichgewichte ergeben F3x und F3y, 
die für den Aufgabenteil b.) benötigt werden. 

 1
4ln

1

4ln

112 4FeFeFeFF R ====
π

ππµ  

:0
3

=∑M  0666242622 11112 =−=−−⋅=−− LGLFLGLFFLGLLFLF  

=> GF =1   => GF 42 =  

:0=∑ xF  043213 =−−=−− GGFFFF xx  => GF x 53 =  

:0=∑ yF  063 =− GF y     => GF y 63 =  

 
Um den minimalen Umschlingungswinkel α der Kette um die Trommel zu bestimmen, wird 
wieder die Seilreibungsbedingung ausgewertet. 

αµKGeG 6.06 =  => αµKe=10  => αµK=10ln  

=> π
µ

α 5.1
4886.0
10ln10ln ===

K

 

 
Der minimale Umschlingungswinkel beträgt 270°, die minimale Kettenlänge, die auf der 
Trommel liegen muss misst 1.5πL. 
 
b.) Zur Bestimmung der Ausgleichskraft F wird das Momentengleichgewicht um den 
Mittelpunkt 4 des linken Rades gebildet. Das waagrechte Kräftegleichgewicht ergibt F4, in 
senkrechter Richtung wirken keine Kräfte. 

:0
4

=∑M  0624222 12 =−=+−=+− LGLFLGGLLFLFLFLF  => GF 6=  

:0=∑ xF  0644214 =−++=−++ GGGFFFFF    => GF =4  

 
Am Rahmen werden die Lagerkräfte ermittelt. Diese hätte man auch vorab am Gesamtbauteil 
bestimmen können. 

:0=∑ A
M  08685448844 334 =+−+=+−+ ByByyx LFGLGLLGLFLFLFLF  

=> GFBy 3=  

:0=∑ xF  0534 =+−−=+−− BxBxx FGGFFF  => GFBx 6=  

:0=∑ yF  0633 =−+=−+ GGFFFF AyyByAy  => GFAy 3=  

6G

F y

x

F1F1

F2F2

F3x

F3y

F3yF3x

F4

FBy

FBx

FAy

F4
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Für die Berechnung der inneren Kräfte und Momente wird der Rahmen in der gerade Balken 
zerlegt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Lösungen Aufgabe 14: 
 
a.) Das Bauteil wird in die yz-Ebene projiziert. 
Die beiden Wellen werden frei geschnitten und 
die skizzierten Schnittkräfte eingetragen. 
Die Riemenkräfte F1 und F2 können mit der 
Seilreibungsbedingung und dem 
Momentengleichgewicht am oberen Rad um 
eine Parallele zur x-Achse durch den 
Mittelpunkt O der oberen Welle berechnet 
werden. 

1
5123.0

112 50 FeFeFF === ππµ  

F4 = G F3x = 5G
F3y = 6G

FBx = 6G
FBy = 3G

5G

5G
6G6G

G

G

4LG

4LG

20LG

FAy = 3G

20LG

x
z

x

z

x

z

B1 B2 

B3 

x x

B1

x

Q MN

x x

B2

x

Q MN

4LG

-6G
x x

B3

x

Q MN

-G

3G

-4LG

G

20LG

-5G

20LG

100

100
1kN

40

M = 40000Nmm

y
zF2

F2

F1

F1
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:0=∑ OxM 0400002004000050505100040
22 11112 =−=−⋅−⋅=⋅−− FFF

D
F

D
F RadRad  

=> NF 2001 =  => NF 10002 =  
 
Das notwendige Moment M wird mit dem Momentengleichgewicht am unteren Rad um eine 
Parallele zur x-Achse durch den Mittelpunkt U der unteren Welle. 

:0=∑ OxM 04000050200501000
22 12 =+−=+⋅−⋅−=++− MMM

D
F

D
F RadRad  

=> NmmM 40000=  
 
b.) Die Kräfte F1 und F2 zeigen in 
Riemenrichtung. Für die weiteren 
Berechnungen werden Sie in ihre 
Komponenten F1y, F1z, F2y und F2z zerlegt. 
In der yz-Ebene können mit den beiden 
Achsmittelpunkten O und U ein 
geometrisches Dreieck erzeugt werden, 
dessen Hypotenuse parallel zu den Kräften 
F1 und F2 liegt. Die Kräftedreiecke 
ergeben: 

2100

100

2,1

2,1

2,1

2,1 ==
F

F

F

F zy   

=> N
F

FF zy 2100
2
1

11 === ,  N
F

FF zy 2500
2
2

22 ===  

 
Obere Welle: 
 
Das obere Bauteil wird in obere Welle, oberes Rad und Nocke zerlegt. Die dargestellten 
Schnitt- und Lagerkräfte müssen eingetragen werden. 

 
An der Nocke kann die Kraft FN und das Moment MN ermittelt werden. 

:0=∑ OxM  0100040 =⋅−NM   => NmmM N 40000=  

:0=∑ zF  01000=−NF    => NFN 1000=  

 
Am Rad können die Schnittkräfte FOy und FOz ermittelt werden. Das Schnittmoment muss den 
identischen Betrag wie MN oder M besitzen. 

100

100

F2

F1

F1,2

F1,2y

F1,2z

100

100

y
z

x

z
y

F2 = 1000N

F1 = 200N

1000N

FOy = 850N
MN = 40000Nmm

40000Nmm

MN

FN = 1000N

FAy

FByFAz

FBz

FOz = 850N

FN

FOz

FOy

MN
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:0=∑ yF  08502500210021 =−=−+=−+ OyOyOyyy FFFFF  => NFOy 850=  

:0=∑ zF  08502500210021 =−=−+=−+ OzOzOzzz FFFFF  => NFOz 850=  

 
Mit den bekannten Schnittkräften können die Lagerkräfte ermittelt werden. 

0=∑ AyM : 0100100060850201006020 =−⋅+⋅=−+ BzBzNOz FFFF  => NFBz 770=  

0=∑ ByM : 010010004085012010040120 =−⋅−⋅=−− AzAzNQz FFFF => NFAz 620=  

0=∑ AzM : 01008502010020 =+⋅−=+− ByByOy FFF    => NFBy 170=  

0=∑ BzM : 0100850120100120 =+⋅−=+− AyAyOy FFF   =>       NFAy 1020=  

 
Innere Kräfte und Momente:  

 
 
Untere Welle: 
 
Das untere Bauteil wird in untere Welle und unteres Rad zerlegt. Die dargestellten Schnitt- 
und Lagerkräfte müssen eingetragen werden. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1000N

15 20 60 40 15

850N 620N
770N

40000

40000Nmm

x

z

x

-850N
-230N

770NQz

x

-17000Nmm -30800Nmm

My

x-40000Nmm
Mt

15 20 60 40 15

850N
1020N 170N

xy

x

-850N

170N
Qy

x17000NmmMz

F2 = 1000N

F1 = 200N

FUz = 850N

x

z
y

FUy = 850N

FUy FUz

M
M

M

FDz

FDy

FCz

FCy
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Am Rad können die Schnittkräfte FUy und FUz ermittelt werden. Das Schnittmoment muss den 
identischen Betrag wie MN oder M besitzen. 

:0=∑ yF  08502500210021 =+−=+−−=+−− UyUyUyyy FFFFF    => NFUy 850=  

:0=∑ zF  08502500210021 =+−=+−−=+−− UzUzUzzz FFFFF     => NFUz 850=  

 
Mit den Schnittkräften können die Lagerkräfte ermittelt werden. 

0=∑ CyM : 040850204020 =−⋅=− DzDzUz FFF    => NFDz 425=  

0=∑ DyM : 085020402040 =⋅−=− CzUzCz FFF     => NFCz 425=  

0=∑ CzM : 040850204020 =+⋅−=+⋅− DyDyUy FFF    => NFDy 425=  

0=∑ DzM : 085020402040 =⋅+−=+− CyUyCy FFF    => NFCy 425=  

 
Innere Kräfte und Momente:  
 

 
c.) Die maximale Normalspannung σmax = 40N/mm² tritt im Riemen in den Bereichen auf, wo 
die Normalkraft N = F2 beträgt. Allgemein gilt, dass im Riemen überall eine Zugspannung 
existiert. 

2
2

max 40
25

1000
mm

N

A

F

A

N

RiemenRiemen

====σ  

 
Im Riemenbereich, wo N = F1 gilt, existiert die minimale Spannung σmin = 8N/mm². In den 
Auflagebereichen wächst die Normalkraft von 200N auf 1000N an. Analog steigt die 
Normalspannung von 8N/mm² auf 40N/mm² an. 
 
d.) Damit der Riemen „ein Moment übertragen“ kann, muss er vorgespannt werden, damit F1 
und F2 Zugkräfte sind. Die Vorspannkraft FV ist ebenso eine Zugkraft und im ganzen Riemen 
konstant. Sie muss so gewählt werden, dass bei Belastung die Vorspannkraft FV und eine 
Differenzkraft ∆F die Kraft F2 und Vorspannkraft FV minus der Differenzkraft ∆F die Kraft F1 
ergeben. Die zweifache Differenzkraft multipliziert mit dem Radradius ergibt auch das 
übertragende Moment MN = M. 

2FFFV =∆+ , 1FFFV =∆−  

y40000Nmm

x

x

-425N

425NQz

x

-8500Nmm

My

x-40000Nmm
Mt

20 20 2525

z
850N

40000Nmm
x

x

-425N

425NQy

x
8500NmmMz

20 20 2525

850N425N 425N425N425N
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=> 212 FFFV +=   => N
FF

FV 600
2
1000200

2
21 =+=+=  

=> NFFF V 40060010002 =−=−=∆  

 
e.) Ohne Belastung, bzw. nur mit Vorspannung, wirkt im Riemen überall die Normalkraft FV 
= 600N. Daraus kann die Normalspannung im unbelasteten Zustand ermittelt werden. 

 224
25
600

mm

N

A

F

A

N

Riemen

V

Riemen

====σ  

 
Mit dem Hookeschen Gesetz kann damit die konstante Dehnung ermittelt werden. Dafür wird 
der Elastizitätsmodul ERiemen = 4000N/mm² benötigt. 

εσ E=  => 006.0
4000

24 ===
E

σε  

 
Im vorgespannten, aber unbelasteten Zustand hat der Riemen die Länge LV. 

mm
D

L Rad
V 5971001002

2
2 22 =+⋅+= π

 

 
Im nicht eingebauten Zustand hat der Riemen die Ausgangslänge L0. Über die Dehnung ε und 
die Länge LV kann L0 bestimmt werden. ∆L ist die Änderung der Länge beim Einbau. 

0

0

0 L

LL

L

L V −=∆=ε   => 00 LLL V −=ε    

=> ( ) VLL =+ ε10   => ( ) mm
L

L V 4.593
006.01

597
10 =

+
=

+
=

ε
 

 
Der Riemen dehnt sich beim Einbau um ∆L = 3.6mm. 
 
f.) Man muss den Raddurchmesser vergrößern, da dann kleinere Riemenkräfte infolge der 
größeren Hebelarme das gleiche Moment erzeugen.  
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Lösungen Aufgabe 15: 
 
a.) Für die Luftwiderstandskraft FL erhält man mit v = 36km/h = 10m/s. 

64102.11
15

16
5.0

2

1 22 =⋅⋅⋅== vAcF wL ρ  

 
Das Kettcar ist symmetrisch. Daher kann es zur Bestimmung der Straßenkräfte in die 
skizzierte xz-Ebene projiziert werden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

:0=∑ xF  02 =− HxL FF     => NFHx 32=  

:0=∑ HyM  040021200250 =+⋅−− GFF VL  => NFV 160=  

:0=∑ zF  022 =+− HzV FGF    => NFHz 340=  

 
Zur Berechnung des Antriebsmoment MK wird die hintere Radachse teilweise frei 
geschnitten. 

 
Aus Gründen der Symmetrie erkennt man sofort, dass die Kräfte und Momente an beiden 
Rädern identisch sind. Bilanz des Momentes um die y-Achse am Rad A: 

:0=∑ AyM  0250 =− HxA FM  => NmmM A 8000=  => NmmM D 8000=  

 
Bilanz des Momentes um die Radachse: 

:0=∑ AyM  0=−+− DKA MMM  => NmmM K 16000=  

 

G = 1000N

FL = 64N

2FV 2FHz

2FHx

x

z

FHz = 340N
FHz = 340N

FHx = 32N
FHx = 32N

MA

MD

FAx

FAz

FAx

FAz

FDx
FDx

FDz MD

FK

MK

x

y

z

B

C
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Der Fahrer muss ein Antriebsmoment MK = 16Nm erzeugen. Zur Berechnung der dazu 
notwendigen Kettenkraft FK wird das hintere Kettenrad frei geschnitten. 
 

:0=∑ KyM  0100 =+− KK FM  => NFK 160=  

 
 
 
 

b.) Die maximale horizontale Kraft FHx,max, die von der Strasse auf das Rad übertragen werden 
kann, beträgt µ0FHz. Bilanz des Momentes mit MA,max = 0.5MK,max. 

:0=∑ AyM  02505.0250 0max,max,max, =−=− HzKHxA FMFM µ  

=> NmmM K 85000max, =  

 
c.) Innere Kräfte und Momente an der hinteren Radachse: 
 
Bilanz der Kräfte am Rad A: 

:0=∑ xF  0=− HxAx FF   => NFAx 32=   => NFDx 32=  

:0=∑ zF  0=− HzAz FF   => NFAz 340=   => NFDz 340=  

 
Bis auf die Kräfte an den Achslagerungen 
sind alle Kräfte und Momente, die an der 
Hinterachse wirksam sind bekannt. Für 
die weitere Betrachtung wird ein 
achsenspezifisches Koordinatensystem 
eingeführt. 
 
 
 
 
 
 
 

:0=∑ ByM  0340650400340250 =⋅+−⋅− CzF    => NFCz 340=  

:0=∑ zF  0340340 =−++− CzBz FF    => NFBz 340=  

:0=∑ BzM  03265040016020032250 =⋅−⋅+⋅−⋅ CyF   => NFCy 112=  

:0=∑ yF  03216032 =−+−+− CyBy FF    => NFBy 112=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FK

FK

MK = 16000Nmm

8000Nmm

32N

340N

x

y

z
FBz

FBy

FCy

FCz

32N

340N 8000Nmm

16000Nmm

160N
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Innere Kräfte und Momente an der vorderen Radachse: 
 
Bilanz der Kräfte am Rad A: 

:0=∑ zF  0=− VEz FF   => NFEz 160=   => NFIz 340=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

:0=∑ FyM  0160650400250 =⋅+−⋅− GzEz FF   => NFFz 340=  

:0=∑ zF  0160160 =−++− CzFz FF    => NFGz 340=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

x

Mz

340N

x

My 85000Nmm

x x

QyQz

Mt

340N

-8000Nmm

8000Nmm

32N

-32N

-80N

80N

8000Nmm

-8000Nmm

FV = 160N
FV = 160N

FEz

FEz

FIz

FIz

FFz

FGz

x

y

z
FBz

160N

x

My 40000Nmm

x

Qz

160N
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d.) Das Kettcar legt pro Sekunde die Strecke S = 10m zurück. Der Umfang U der Räder 
beträgt mit dem Radius R = 0.25m: 

mRU 57.1250.022 =⋅== ππ  
 
Die Räder drehen sich n mal pro Sekunde. 

37.6==
U

S
n   

 
Dies ergibt die Drehgeschwindigkeit ω: 

s
n

1
402 == πω  

 
Die Leistung ist das Produkt von Drehmoment mal Drehgeschwindigkeit, wobei das Moment 
in Nm einzusetzen ist. Der „sehr gut trainierte“ Kettcar-Fahrer benötigt die Leistung P: 

WMP 6404016 =⋅== ω  
 
e.) Die maximale Bremskraft FBrems,max, die von der 
Strasse auf das Rad übertragen werden kann, beträgt 
µ0FV. Die Bilanz des Momentes am Vorderrad ergibt 
das maximale Bremsmoment. 
 
 
 

:0=∑ EyM  0250
2

250
2 0

max,
max,

max, =−=− V
Brems

Brems
Brems F

M
F

M
µ  

=> NmmM Brems 20000max, =  =>  NFF VBrems 800max, == µ  

 
f.) Bei konstanter Bremskraft resultiert eine gleichmäßig beschleunigte Bremsbewegung mit 
konstanter Beschleunigung a. 

2
max,max, 6.1

1000
1080222

s

m

gG

F

m

F
a BremsBrems =⋅⋅===  

 
Für die Bremszeit t gilt bei konstanter Beschleunigung a: 

s
a

v
t 25.6

6.1
100 ===  

 
Für den Bremsweg S gilt bei konstanter Beschleunigung a: 

matS 625.1525.68.0
2
1

2
1 22 =⋅==  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

FV = 160N
FBrems

MBrems /2 

FEz

FEx

x

z
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Lösungen Aufgabe 16: 
 
Der Gesamtflächenmittelpunkt aller Geometrien liegt im Koordinatenursprung (y = 0, z = 0). 
 
Geometrie 1 (exaktes Flächenträgheitsmoment): 
 
Da die Geometrie nicht symmetrisch zu einer waagrechten Linie 
ist, muss für die Berechnung des exakten Flächenträgheitsmoments 
vorab die Lage des Gesamtflächenmittelpunkt ermittelt werden. 
Ein Bezugskoordinatensystem z’ wird eingeführt, welches an der 
Bauteiloberkante seinen Ursprung hat. Die Lage des 
Gesamtflächenmittelpunktes ist dann durch den Abstand zs’ 
gegeben. Für die Berechnung dieses Abstandes wird die Geometrie 
wie dargestellt in 2 Teilflächen zerlegt. Man benötigt die 
Flächeninhalte Ai der Teilflächen und die Lage ihrer Schwerpunkte Si im 
Bezugskoordinatensystem z’. Die Skizze ergibt: 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 51 =′  

2
222 5005010 mmHBA =⋅==  und  mmzS 352 =′   (Bi: Breite, Hi: Höhe)  

 
Damit ermittelt man den Abstand zs’, welchen man für die Berechnung der Steinerschen 
Anteile des Flächenträgheitsmoments benötigt. 

( ) ( ) mmzAzA
AA

z SSS 64.18355005600
500600

11
2211

21

=⋅+⋅
+

=′+′
+

=′  

 
Bei den Steinerschen Anteilen der Teilflächen muss jeweils der Abstand in z-Richtung 
zwischen dem Gesamtflächenmittelpunkt und dem Flächenmittelpunkt der Teilfläche 
berücksichtigt werden. 

( ) ( )2
22

3
222

11

3
11

1212 SSSSy zzA
HB

zzA
HB

I ′−′++′−′+=

( ) ( ) 42
3

2
3

35462164.1835500
12

5010
64.185600

12

1060
mm=−+⋅+−+⋅=  

 
Geometrie 1 (dünnwandige Berechnung des Flächenträgheitsmoments): 
 
Beim dünnwandigen Ansatz reduziert man die 
Querschnittsfläche auf einzelne Linien (Profilmittellinien, 
gestrichelt dargestellt), welchen man die Wandstärke als Dicke 
zuordnet. Überlappende und vernachlässigte Flächen werden 
akzeptiert, da deren Einfluss durch die Dünnwandigkeit nur 
gering ist. Alle Maße werden auf die Profilmittellinien bezogen.  
 
Wieder muss vorab die Lage des Gesamtflächenmittelpunkt 
ermittelt werden. Ein Bezugskoordinatensystem z’ wird 
eingeführt, welches an der Profilmittellinie der waagrechten 
Teilfläche  seinen Ursprung hat. Man benötigt die Flächeninhalte Ai der Teilflächen und die 
Lage ihrer Schwerpunkte Si im Bezugskoordinatensystem z’. Die Skizze ergibt: 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  01 =′Sz  

2
222 5505510 mmHBA =⋅==  und  mmzS 5.272 =′   (Bi: Breite, Hi: Höhe)  

z‘

5

35

50

z

y

zS‘

A2

A1S1

S2

z‘

27.5

55

z

y

zS‘

A2

A1S1

S2
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Damit ermittelt man den Abstand zs’, welchen man für die Berechnung der Steinerschen 
Anteile des Flächenträgheitsmoments benötigt. 

( ) ( ) mmzAzA
AA

z SSS 15.135.275500600
550600

11
2211

21

=⋅+⋅
+

=′+′
+

=′  

 
Flächenträgheitsmoment: 

( ) ( )2
22

3
222

11

3
11

1212 SSSSy zzA
HB

zzA
HB

I ′−′++′−′+=

( ) ( ) 42
3

2
3

36065715.135.27550
12

5510
15.130600

12

1060
mm=−+⋅+−+⋅=  

 
Fehler ε bei Geometrie 1 mit dünnwandigem Ansatz: 
 

%7.1%100
354621

360657354621 =⋅−=ε  

 
Geometrie 2 (exaktes Flächenträgheitsmoment): 
 
Die Geometrie ist symmetrisch zur waagrechten Mittellinie. Das 
bedeutet, die Lage des Gesamtflächenmittelpunktes liegt auf dieser 
Mittellinie und muss nicht ausgerechnet werden. Die 
Querschnittsfläche wird in drei Teilflächen zerlegt. Die Abstände der 
Schwerpunkte Si der Teilflächen vom Gesamtflächenmittelpunkt 
können direkt angegeben werden. 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 251 −=  

2
222 4004010 mmHBA =⋅==  und  02 =Sz    

2
333 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 253 =   (Bi: Breite, Hi: Höhe)  

 
Flächenträgheitsmoment: 

2
33

3
332

22

3
222

11

3
11

121212 SSSy zA
HB

zA
HB

zA
HB

I +++++=

( ) 42
3

2
3

2
3

81333325600
12

1060
0400

12

4010
25600

12

1060
mm=⋅+⋅+⋅+⋅+−+⋅=  

 
Alternativ kann man das Flächenträgheitsmoment berechnen, wenn 
man die Querschnittsfläche aus einem Quadrat der Breite 60 minus 
zwei Rechtecke der Breite 25 und der Höhe 40 betrachtet. 

2
111 36006060 mmHBA =⋅==  und  01 =Sz  

2
222 10004025 mmHBA =⋅==  und  02 =Sz    

2
333 10004025 mmHBA =⋅==  und  03 =Sz     

 
 
 
 
 
 

25

25
z

y

S3

S1

S2

A1

A3

A2
40

z

y

20

20

25

S2 S3

S1

A2 A3

A1
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Flächenträgheitsmoment: 

121212121212

3
33

3
22

3
112

33

3
332

22

3
222

11

3
11 HBHBHB

zA
HB

zA
HB

zA
HB

I SSSy −−=+−+−+=

4
333

813333
12

4025

12

4025

12

6060
mm=⋅−⋅−⋅=  

 
Geometrie 2 (dünnwandige Berechnung des Flächenträgheitsmoments): 
 
Beim dünnwandigen Ansatz bezieht man alle Abmessungen auf die 
Profilmittellinien und weist diesen Dicken zu. 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 251 −=  

2
222 5005010 mmHBA =⋅==  und  02 =Sz    

2
333 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 253 =   (Bi: Breite, Hi: Höhe) 

 
Flächenträgheitsmoment: 

2
33

3
332

22

3
222

11

3
11

121212 SSSy zA
HB

zA
HB

zA
HB

I +++++=

( ) 42
3

2
3

2
3

86416725600
12

1060
0500

12

5010
25600

12

1060
mm=⋅+⋅+⋅+⋅+−+⋅=  

 
Fehler ε bei Geometrie 2 mit dünnwandigem Ansatz: 
 

%25.6%100
813333

864167813333 =⋅−=ε  

 
Geometrie 3 (exaktes Flächenträgheitsmoment): 
 
Die Lage des Gesamtflächenmittelpunktes muss vorab berechnet 
werden. Die Querschnittsfläche wird in drei Teilflächen zerlegt. 
Das Bezugskoordinatensystem z’ hat seinen Ursprung an der 
oberen Kante des Querschnittes. 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  mmzS 51 =′  

2
222 4004010 mmHBA =⋅==  und  mmzS 302 =′    

2
333 4501045 mmHBA =⋅==  und  mmzS 553 =′   (Bi: Breite, Hi: Höhe)  

 
Gesamtflächenmittelpunkt: 

( ) ( ) mmzAzAzA
AAA

z SSSS 41.2755450304005600
450400600

11
332211

321

=⋅+⋅+⋅
++

=′+′+′
++

=′

 
Flächenträgheitsmoment: 

( ) ( ) ( )SSSSSSy zzA
HB

zzA
HB

zzA
HB

I ′−′++′−′++′−′+= 33

3
332

22

3
222

11

3
11

121212

( ) ( ) ( ) 42
3

2
3

2
3

70863541.2755450
12

1045
41.2730400

12

4010
41.275600

12

1060
mm=−+⋅+−+⋅+−+⋅=

 

25

25
z

y

S3

S1

S2

A1

A3

A2

30

5

z‘

zS‘

y

z

S1 A1

A3S3

S2

A2 55
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Geometrie 3 (dünnwandige Berechnung des Flächenträgheitsmoments): 
 
Flächeninhalte und zS’-Koordinaten der Flächenmittelpunkte der 
Teilflächen. Das Bezugskoordinatensystem z’ hat seinen Ursprung 
auf der Profilmittellinie der oberen waagrechten Teilfläche. 

2
111 6001060 mmHBA =⋅==  und  01 =′Sz  

2
222 5005010 mmHBA =⋅==  und  mmzS 252 =′  

2
333 4504510 mmHBA =⋅==  und  mmzS 453 =′   

(Bi: Breite, Hi: Höhe)  
 
Gesamtflächenmittelpunkt: 

( ) ( ) mmzAzAzA
AAA

z SSSS 58.2250450255000600
450500600

11
332211

321

=⋅+⋅+⋅
++

=′+′+′
++

=′

 
Flächenträgheitsmoment: 

( ) ( ) ( )SSSSSSy zzA
HB

zzA
HB

zzA
HB

I ′−′++′−′++′−′+= 33

3
332

22

3
222

11

3
11

121212

( ) ( ) ( ) 42
3

2
3

2
3

76009458.2250450
12

1045
58.2225500

12

5010
58.220600

12

1060
mm=−+⋅+−+⋅+−+⋅=

 
Fehler ε bei Geometrie 3 mit dünnwandigem Ansatz: 
 

%26.7%100
708635

760094708635 =⋅−=ε  

 
Geometrie 4: 
 
Die Querschnittsfläche wird in ein Rechteck A1 und in 
ein Dreieck A2 zerlegt. Im Bezugskoordinatensystem z’ 
gelten die folgenden Abmessungen: 

2
111 16203645 mmHBA =⋅==  und  181 =′Sz  

222
2 810

2

3645

2
mm

HB
A =⋅==  und  mmzS 482 =′  

(vgl. Aufgabe  5 und 6) 
 
Gesamtflächenmittelpunkt: 

( ) ( ) mmzAzA
AA

z SSS 2848810181620
8101620

11
2211

21

=⋅+⋅
+

=′+′
+

=′  

 
Flächenträgheitsmoment: 

( ) ( )2
22

3
222

11

3
11

1212 SSSSy zzA
HB

zzA
HB

I ′+′−++′+′−+=

( ) ( ) 42
3

2
3

7192802848810
36

3645
28181620

12

3645
mm=+−+⋅++−+⋅=  

 
 

25

z‘

zS‘

y

z

S1 A1

A3S3

S2

A2 50

z‘ S1

S2

18

48
zy

zS‘
A1

A2
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Lösungen Aufgabe 17: 
 
Der Balken wird frei geschnitten, wobei für die Berechnung der Kettenkraft FK und der 
Lagerkräfte die Streckenlast durch die Ersatzkraft FErsatz, die bei x = 10m wirkt, ersetzt wird. 

kNqLFErsatz 2201.0 =⋅==  

 
 
 
 
 
 
 
Die Kettenkraft muss in eine waagrechte und in eine senkrechte 
Komponente zerlegt werden. Das geometrische Dreieck und das 
Kräftedreieck ergeben:  

3
4

12 ==
Kz

Kx

F

F
  => KzKx FF 3=  

 
Gleichgewichtbedingungen: 

:0=∑ A
M  02.120122102.1201210 =⋅−+⋅−=⋅−+− KzKzErsatz FFF  

=> kNkNFKz 667.3
3
11 ==   => kNFF KzKx 113 ==  

:0=∑ xF  0=− KxAx FF       => kNFAx 11=  

:0=∑ zF  02667.32.12.1 =+−+=+−+ AzKzErsatzAz FFFF  => GFA 467.0=  

 
Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.2kN

z
x

FAz

FAx
FK

FErsatz

FK

FKx

FKz

12
4

0.1kN/m

1.2kN0.467kN

11kN

11kN
3.67kN

z
x

x

N

x

Q

x

M

-11kN

-0.467kN -1.667kN

2kN 1.2kN

-12.8kNm
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Das Flächenträgheitsmoment Iy kann von Aufgabe 33, Geometrie 2 übernommen werden. Die 
Querschnittsfläche setzt sich aus den Flächeninhalten der drei Teilflächen zusammen. 

4813333mmI y =  und 2
321 1600600400600 mmAAAA =++=++=  

 
Zuerst werden die Normalspannungen σσσσBiegung infolge des Biegemoments berechnet. Es 
werden die maximalen Spannungen gesucht. Diese befinden sich an der Stelle des maximalen 
Moments bei x = 12m. Daher muss in der Formel für die Berechnung der Normalspannungen 
infolge des Biegemoments das maximale Moment Mmax = -12.8kNm verwendet werden. 

( ) zzz
I

M
z

y
tBiegemomen 74.15

813333
108.12 6

max −=⋅−==σ  

 
Dies bedeutet, dass für die maximalen positiven Normalspannungen bzw. Zugspannungen ein 
negativer z-Wert in die Formel eingesetzt werden muss. Der betragsmäßig größte negative 
Wert beträgt z = -30mm. Dann befindet man sich an der Oberseite des Profils. An dieser Seite 
wird das Profil infolge des Biegemoments in x-Richtung auseinander gezogen. 

( ) ( )
2,max 4723074.1530

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug =−⋅−=−== σσ  

 
Für die maximalen negativen Normalspannungen bzw. Druckspannungen muss ein positiver 
z-Wert in die Formel für die Berechnung der Biegespannung eingesetzt werden. Der 
betragsmäßig größte positive Wert lautet z = 30mm. Dann befindet man sich an der Unterseite 
des Profils. An dieser Seite wird das Profil infolge des Biegemoments in x-Richtung 
zusammen gedrückt. 

( )
2,max 4723074.1530

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=⋅−=== σσ  

 
Zeichnet man die Maximalwerte an Ober- und Unterseite in das Profil ein, kann man den 
Spannungsverlauf in Abhängigkeit von z darstellen. Die Formel für die Berechnung der 
Biegespannung ist linear. Daher können die Extremwerte durch eine Gerade verbunden 
werden. Der Spannungsverlauf wird durch diese Gerade dargestellt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Auch die Normalkraft erzeugt Normalspannungen. Diese sind über dem Querschnitt 
konstant. Da die Querschnittsfläche des Balkens sich nicht ändert, erhält man im Bereich der 
maximalen Normalkraft Nmax = -11kN die maximale Normalspannung infolge Normalkraft. 

2
max 7875.6

1600
11000

mm

N

A

N
tNormalkraf −≈−=−==σ  

 
Auch diese negative Normalspannungen bzw. Druckspannungen infolge Normalkraft können 
in der Querschnittsfläche eingetragen werden. 
 

z

y
z

x

σσσσ = 472N/mm²

σσσσ = -472N/mm²
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Sind nun die maximalen Normalspannungen im Bauteil gesucht, muss man die 
Normalspannungen infolge Biegemoments und die Normalspannungen infolge Normalkraft 
überlagern. Der hier untersuchte Balken hat im Bereich von x = 12m sein maximales 
Moment. Da sich die Normalkraft aber an dieser Position ändert (N = -11kN bei x <12m bzw. 
N = 0 bei x > 12m) muss eine Fallunterscheidung durchgeführt werden. Es muss eine Position 
unmittelbar vor x = 12m und unmittelbar nach x = 12m betrachtet werden. Die dabei 
auftretenden Maximalwerte stellen die maximalen Zug- und Druckspannungen dar. 
 
Position 1, mx 12< : 
 
Das Biegemoment und die Normalkraft sind ungleich null 
und werden überlagert. Das bedeutet, dass die 
Normalspannungen infolge des Biegemoments und infolge 
Normalkraft addiert werden. Dies ergibt die Extremwerte an 
Unter- und Oberseite: 

Unterseite: 
2,max1, 4797472

mm

N
tNormalkraftBiegemomenDruckDruck −=−−=+= σσσ  

Oberseite: 
2,max1, 4657472

mm

N
tNormalkraftBiegemomenZugZug =−=+= σσσ  

 
Position 2, mx 12> : 
 
Hier ist nur das Biegemoment ungleich null. Daher entspricht der überlagerte 
Spannungsverlauf dem Spannungsverlauf infolge des Biegemoments. 

Unterseite: 
2,max2, 472

mm

N
tBiegemomenDruckDruck −== σσ  

Oberseite: 
2,max2, 472

mm

N
tBiegemomenZugZug == σσ  

 
Maximale Normalspannungen im Balken: 

21,max 479
mm

N
DruckDruck −== σσ  und  

22,max 472
mm

N
ZugZug == σσ  

 
In diesem Beispiel ist die Normalspannung infolge Normalkraft viel kleiner als die 
Normalspannung infolge des Biegemoments. Dies tritt sehr häufig auf. Daher ist es oft 
zulässig, die Normalspannung infolge Normalkraft zu vernachlässigen und nur die 
Normalspannungen infolge des Biegemoments zu berücksichtigen. 
 
 
 

z

y
z

x

σσσσ = -7N/mm²

z

x

σσσσ = -479N/mm²

σσσσ = 465N/mm²
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Die Querkraft verursacht die Schubspannung infolge Querkraft . Mit den in der 
Vorlesung gewählten Annahmen ist sie über der Querschnittsfläche konstant. Die maximale 
Schubspannung infolge Querkraft erhält man im Bereich der maximalen Querkraft Qmax an 
der Position x = 12m. Da im Balken keine Torsion auftritt, ist sie die einzige Schubspannung. 
Auch Sie kann in die Querschnittsfläche eingezeichnet werden. 

2
max

,max 25.1
1600
2000

mm

N

A

Q
QuerkraftSchubSchub ==== σσ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Im Verhältnis zu den Normalspannungen ist die Schubspannung infolge der Querkraft sehr 
klein. Außer bei sehr kurzen Balken tritt dies immer ein. Daher kann häufig die 
Schubspannung infolge Querkraft vernachlässigt werden. 
 
Lösungen Aufgabe 18: 
 
Zuerst wird das Flächenträgheitsmoment des 
dünnwandigen Querschnitts berechnet. Dazu wird die 
Gesamtquerschnittsfläche in vier Teilflächen zerlegt. Für 
die Berechnung des Gesamtflächenmittelpunktes wird auf 
Höhe der oberen Profilmittellinie der Ursprung des 
Bezugskoordinatensystem z’ gewählt. 

2
111 14002700 mmHBA =⋅==  und  01 =′Sz  

2
2232 6003002 mmHBAA =⋅===  und  mmzz SS 15032 =′=′    

2
444 8002400 mmHBA =⋅==  und  mmzS 3004 =′   (Bi: Breite, Hi: Höhe) 

 
Die Flächen A2 und A3 verhalten sich bei der Berechnung identisch. Statt den Werten für die 
Fläche A3 können die Werte der Fläche A2 zweimal verwendet werden. 
 
Gesamtflächenmittelpunkt: 

( )442211
421

2
2

1
SSSS zAzAzA

AAA
z ′+′+′

++
=′

( ) mm5.123300800150600201400
80060021400

1 =⋅+⋅⋅+⋅
+⋅+

=  

 
Flächenträgheitsmoment: 

( ) ( ) ( )2
22

3
222

22

3
222

11

3
11

12
2

12
2

12 SSSSSSy zzA
HB

zzA
HB

zzA
HB

I ′−′++′−′++′−′+=

( ) ( ) ( )2
3

2
3

2
3

5.123300800
12

2400
5.1231506002

12
3002

25.12301400
12

2700 −+⋅+−⋅+⋅+−+⋅=  

A4

z

y
z‘

A3A2

A1

S4

S3S2

S1

z

y
z

xττττ = 1N/mm²

ττττ = 1N/mm²
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46101.56
3
1

5611838324921800
3
2

26642135024500000221353150
3
2

466 mm⋅≈=++⋅+⋅++=

 
Der Balken wird frei geschnitten und die Streckenlast durch die Ersatzkraft FErsatz, ersetzt. 
Diese greift bei x = 3.5m an. 

kNqLFErsatz 280740 =⋅==  

 
 
 
 
 
 
Gleichgewichtbedingungen: 

:0=∑ A
M  052805.355.3 =+⋅−=+− BBErsatz FFF  => kNFKz 196=   

:0=∑ xF  es wirken keine Kräfte in x-Richtung   

:0=∑ zF  0196289 =−+−=−+− ABErsatzA FFFF  => NFA 84=  

 
Innere Kräfte und Momente: 
 
Es wirken keine Kräfte in x-Richtung. Das Moment hat ein Maximum bei x =2.1m und ein 
Minimum bei x = 5m. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Im Balken sind nur Normalspannungen infolge des Biegemoments vorhanden. Allerdings 
ist die Querschnittsfläche des Balkens nicht symmetrisch zur y-Achse. Daher gilt nicht 
automatisch, dass an der Stelle des größten Betrages des Momentes auch die betragsmäßig 
größten Spannungen wirken. Daher müssen die Normalspannungen am Ort des Maximums 
des Momentes Mmax = 88.2kNm und am Ort des Minimums des Momentes Mmin = -80kNm 
untersucht werden. Die an beiden Positionen gefundenen maximalen Beträge stellen die 
Maximalspannungen (Zug– und Druckspannungen) im Bauteil dar. 
 
 
 
 

FErsatz
FA

FBx
z

84kN

40kN/m

196kNx
z

Q

M

x

x

84kN 80kN

-116kN
88.2kNm

-80kNm
2.1m
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Position 1, mx 1.2= : 

( ) zzz
I

M
z

y
tBiegemomen 57.1

101.56
102.88

6

6
max

1, =
⋅
⋅==σ  

 
Dies bedeutet, dass für die maximalen positiven Normalspannungen bzw. Zugspannungen ein 
positiver z-Wert in die Formel eingesetzt werden muss. Der betragsmäßig größte positive 
Wert beträgt z = 176.5mm. Dabei wird berücksichtigt, dass das Profil dünnwandig ist. Man 
nimmt an, dass bei dünnwandigen Profilen sich die Spannung über der Wandstärke kaum 
bzw. nicht ändert. Dann gilt, dass auf den Außenflächen des Profils die gleichen 
Spannungswerte wie auf der Profilmittellinie wirksam sind. Daher ist es zulässig, die z-
Koordinaten der Profilmittellinie einzusetzen. An der Unterseite sind die maximalen 
Zugspannungen. 

( )
21,1,,max 2775.17657.15.176

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug =⋅=== σσ  

 
Für die maximalen negativen Normalspannungen bzw. Druckspannungen muss ein negativer 
z-Wert in die Formel für die Berechnung der Biegespannung eingesetzt werden. Der 
betragsmäßig größte negative Wert lautet z = -123.5mm. Auch hier wird die Dünnwandigkeit 
ausgenutzt. An der Oberseite des Balkens sind die maximalen Druckspannungen. 

 ( ) ( )
21,1,,max 1945.12357.15.123

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=−⋅=−== σσ  

 
Die Ergebnisse kann man über der Querschnittsfläche darstellen. Da die Spannungen linear 
von z abhängig sind, kann man die Extremwerte an Ober und Unterseite mit einer Geraden 
verbinden und erhält den Verlauf der Spannungen an der Position 1, x = 2.1m. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Position 2, mx 5= : 

( ) zzz
I

M
z

y
tBiegemomen 43.1

101.56
100.80

6

6
min

2, −=
⋅
⋅−==σ  

 
Dies bedeutet, dass für die maximalen positiven Normalspannungen bzw. Zugspannungen ein 
negativer z-Wert in die Formel eingesetzt werden muss. Der betragsmäßig größte negative 
Wert beträgt z = -123.5mm. An der Oberseite sind die maximalen Zugspannungen. 

( ) ( )
22,2,,max 1775.12343.15.123

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug =−⋅−=−== σσ  

 
Für die maximalen negativen Normalspannungen bzw. Druckspannungen muss ein positiver 
z-Wert in die Formel für die Berechnung der Biegespannung eingesetzt werden. Der 

y
z

z
x

123.5

176.5

176.5

123.5

σσσσ = -194N/mm² σσσσ = -194N/mm²

σσσσ = 277N/mm² σσσσ = 277N/mm²



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 34 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
betragsmäßig größte positive Wert lautet z = 176.5mm. An der Oberseite des Balkens sind die 
maximalen Druckspannungen. 

 ( )
22,1,,max 2525.17643.15.176

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=⋅−=== σσ  

 
Wieder wird der Spannungsverlauf über dem Querschnitt dargestellt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Maximale Zug- und Druckspannungen im Bauteil: 

21,,maxmax 252
mm

N
tBiegemomenDruckDruck −== σσ  und  

21,maxmax 277
mm

N
tBiegemomenZugZug == σσ  

 
Die Querkraft verursacht die Schubspannung infolge Querkraft . Es wird angenommen, 
dass Sie über dem Querschnitt konstant ist, Den maximalen Betrag der Schubspannung 
infolge Querkraft erhält man im Bereich der betragsmäßig größten Querkraft Qmin = -116kN 
an der Position x = 5m. Da im Balken keine Torsion auftritt, ist sie die einzige 
Schubspannung. Auch Sie kann in die Querschnittsfläche eingezeichnet werden. Sie zeigt in 
Richtung der negativen z-Richtung und hat den Betrag 34N/mm². 

2
4321

minmin
,min 34

3400
116000

mm

N

AAAA

Q

A

Q
QuerkraftSchubSchub −=−=

+++
=== σσ  

 
 
 
 
 
 
 
Lösungen Aufgabe 19: 
 
Die Lagerkräfte ersetzen die Lager und werden mit den Gleichgewichtsbedingungen ermittelt.  

:0=∑ xF  keine Kräfte in x-Richtung 

:0=∑ A
M  0650560501651 321 =+⋅−+⋅−=+−+⋅− BB FFFMF  => kNFB 40=  

:0=∑ yF  040505021 =−++−=−++− ABA FFFFF    => kNFA 60=  

 
 
 
 
 
 

y
z

z
x

176.5

176.5
123.5

123.5
σσσσ = 177N/mm²

σσσσ = 177N/mm²

σσσσ = -252N/mm²
σσσσ = -252N/mm²

z
x

ττττ = -34N/mm²
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Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mit i = 1,2 (erster und zweiter Wellenabschnitt) lautet das Flächenträgheitsmoment für die 
kreisrunde Vollwelle: 

44
, 644 iiiy DRI

ππ ==      (Ri: Radius, Di: Durchmesser) 

 
Am Außenradius Ri = Di/2 erhält man die maximalen Spannungen. 

3
max,max,

max,

32

2 i

ii

y

i
i D

MD

I

M

π
σ ==  

 
Aufgelöst nach dem Durchmesser Di erhält man mit σmax,1 = σmax,2 = σmax = 150N/mm²: 

3
max,

3
max,3

max

3

max

max, 408.0
3232

ii
i

i MM
M

D ===
πσπσ

 

 
1. Wellenabschnitt (auf ganze Zahlen aufgerundet):  

NmmkNmM 6
1max, 107070 ⋅==  => mmD 1691070408.0 3 6

1 =⋅=  

  
2. Wellenabschnitt (auf ganze Zahlen aufgerundet): 

NmmkNmM 6
2max, 104040 ⋅==  => mmD 1401040408.0 3 6

2 =⋅=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

60kN
10kN

-40kN

Q

60kNm
70kNm

10kNmM
40kNm

F1 M2

F3

FA = 60kN FB = 40kN

x

x

xz
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Lösungen Aufgabe 20: 
 
Geometrie 1: 
 
Das Profil besteht aus 4 Teilflächen, wobei A1, A2 
und A3 doppelt vorhanden sind.  
 
Vorab muss die Lage des Flächenmittelpunktes 
bestimmt werden. Dazu wird das Koordinatensystem z’ eingeführt. In diesem 
Koordinatensystem haben die Flächenmittelpunkte der vier Teilflächen folgende Koordinaten: 

01 =′sz , 02 =′sz , 253 =′sz  und  504 =′sz  

 
Ebenso werden die Flächeninhalte benötigt. Für die Flächen A1, A2 und A4 können diese 
direkt aus der Skizze entnommen werden. 

2
1 10mmA = , 2

2 40220 mmA =⋅=  und  2
4 100250 mmA =⋅=  

 
Für die Ermittlung von A3 wird über ein geometrisches Dreieck die 
Länge L3 der Fläche berechnet. Die Wandstärke beträgt s = 2mm. 

mmL 85.535020 22
3 =+=  

=> 2
3 7.107285.53 mmA =⋅=  

 
Die Lage z’s des Gesamtflächenmittelpunktes ergibt sich zu: 

( ) 25222
222

1
44332211

4321

=′+′+′+′
+++

=′ AzAzAzAz
AAAA

z SSSSs  

 
Für die Berechnung des Gesamtflächenträgheitsmoments Iy muss vorab das 
Eigenflächenträgheitsmoment Iy1

* der Fläche A1 ermittelt werden. 

101 =A  => mm
A

R 78.11
1 ==

π
 => 444

11 88.778.1
44

mmRI y ===∗ ππ
 

 
Die Eigenflächenträgheitsmomente Iy2

* und Iy4
* erhält man über die Standardformel. 

4
33

22
2 33.13

12
220

12
mm

HB
I y =⋅==∗  und 4

33
44

4 33.33
12

250
12

mm
HB

I y =⋅==∗  

 
Für das Eigenflächenträgheitsmomente Iy3

* muss man die Formel für dünnwandig, schräge 
Profile verwenden, wobei H der senkrechte Abstand in z’-Richtung zwischen Ober- und 
Unterkante der Profilmittellinie ist. 

4223
2 5.2243750

12
7.107

12
mmH

A
I y ===∗  

 
Es ergibt sich das Gesamtflächenträgheitsmoments Iy: 

( ) ( ) ( ) ( ) 4
2

43
2

32
2

21
2

1

3

1

*
4

* 2222 AzzAzzAzzAzzIII SSSSSSSS
i

yyiy ′−′+−′+′−′+′−′++= ∑
=

 

=> 475.16995012500075.44950 mmI y =+=  

 
 

z

A1

z‘

A2

A3

A4

z‘s1

z‘s2

z‘s4

z‘s
yz‘s2

50

20

53.85

A3
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Geometrie 2: 
 
Es wird das Bezugskoordinatensystem 
z’ eingeführt, bezüglich welchem die 
Abstände der Flächenmittelpunkte 
angegeben werden. Das Profil besteht 
aus 2 Teilflächen, wobei A1, A2. Für 
die Teilfläche A2 sind alle 
notwendigen Angaben bekannt. Es ist 
zu beachten, dass der 
Flächenmittelpunkt z’s2 in negativer 
z’-Richtung liegt und somit auch einen negativen Wert besitzt. 

2
2 7260mmA = , 352 −=′sz  und  4

2 5230000mmI y =∗  

 
Für die Berechnung der Größen für die Teilfläche A1 wird diese durch ein großes Rechteck 
A11 weniger das Rechteck A12 und abzüglich zweimal des Rechtecks A13 ersetzt. 

2
11 82500275300 mmA =⋅= ,  5.137

2
275

11 ==′sz   

und 4
3

11 519921875
12

275300
mmI y =⋅=∗  

2
12 2160873296 mmA =⋅= ,  5.236

2
73

227512 =−−=′sz  

und  4
3

12 67.9595752
12

73296
mmI y =⋅=∗  

2
13 29204196149 mmA =⋅= ,  100

2
196

213 =+=′sz  

und 4
3

13 67.93491738
12
196149

mmI y =⋅=∗  

 
Gesamtflächenmittelpunkt: 

22.14
2
2

231211

2231312121111 =
+−−

+′−′−′
=′

AAAA

AzAzAzAz
z SSSS

s  

 
Gesamtflächenträgheitsmoment: 

( ) ( ) ( ) ( )2
2

*
213

2
13

*
1312

2
12

*
1211

2
11

*
11 22 SSySSySSySSyy zzIAzzIAzzIAzzII ′−′++′−′−−′−′−−′−′+=  

 
=> 4149667441mmI y =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z‘s2

29673

196
149

275

300

z‘

z‘s1

z‘s12

z‘s13

z‘s11
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Lösungen Aufgabe 21: 
 
Die frei geschnittenen Bauteile ergeben das dargestellte Schnittbild. Federn können nur Kräfte 
in Federrichtung übertragen. Das bedeutet, dass am unteren Ende der Feder auch die Kraft F 
wirksam sein muss. Man zerlegt die obere und untere Kraft F in ihre waagrechten und 
senkrechten Komponenten. Kräftedreieck und geometrisches Dreieck sind winkelgleich 
(kongruent). 

6.0sin == α
F

Fx  => FFx 6.0=  und 8.0cos == α
F

Fy  => FFy 8.0=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b.) An der Schwinge werden die Gleichgewichtsbedingungen ausgewertet. 

:0=∑ A
M  08.055 =−=− LFLFLFLF AyyAy   => FFAy 16.0=  

:0=∑ yF  016.08.0 =+−=+− FFFFFF BAyyBy  => FFBy 64.0=  

:0=∑ xF  06.0 =−+−=−+− AxBxAxxBx FFFFFF  => keine konkrete Aussage 

 
Mit der bekannten Kraft FAy betrachtet man die Gleichgewichtsbedingungen am Rad. 

:0=∑ yF  016.0 =+−=+− RyRyAy FFFF  => FFRy 16.0=  

=> FFF RyRx 08.05.0 ==  

:0=∑ A
M  012 =− RxKette FRFR    => FFF

R

R
F RxKette 4.008.05

2

1 =⋅==  

 
c.) Das verbleibende Kräftegleichgewicht in x-Richtung am Rad wird noch ausgewertet. 

:0=∑ xF  008.04.0 =+−−=+−− AxAxRxKette FFFFFF  => FFAx 48.0=  

 
Mit FAx wechselt man zurück zur Schwinge und wertet das jetzt aussagefähige 
Kräftegleichgewicht in x-Richtung aus. 

:0=∑ xF  06.0 =−+−=−+− AxBxAxxBx FFFFFF  => FFBx 12.0=  

 
 
 
 
 
 

F αααα

Fx

Fy

Fy Fx

FKette

FAx

FAx

FAy

FAy

FRy
FRx = 0.5FRy

FBy

y

x
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Innere Kräfte und Momente in der Schwinge: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
d.) Für die Berechnung der Spannungen wird die Querschnittsfläche und 
das Flächenträgheitsmoment benötigt. Das dünnwandige Rechteck wird 
in vier Teilflächen zerlegt. Die Querschnittsfläche beträgt dann: 

HsHsHsA 6222 =⋅+⋅=  
 
Für das Flächenträgheitsmoment gilt: 

( )
sHHssHHsH

HsHs
I y

3

0

332
33

3
10

6
1

3
10

2
12

2
12
2

2 =+=⋅++=

≈
321

 

 
Dabei ist berücksichtigt, dass bei dünnwandigen Profilen s << H gilt und somit der Term Hs³ 
vernachlässigbar klein gegenüber dem Term H³s ist. 
 
Am Punkt x = L hat man das größte Biegemoment. Da die Normalkraft bei x < L 
unterschiedlich zu x > L ist, muss man beide Fälle betrachten. Position 1 liegt ein „kleines 
Stück“ vor x = L, Position 2 liegt ein „kleines Stück“ hinter x = L. An beiden Positionen wirkt 
ungefähr das maximale Moment. 
 
Position 1: 
 
Zuerst werden die Normalspannungen infolge des Biegemoments berechnet: 

( ) z
sH

F
z

sH

H
F

z
sH

FL
z

sH

FL
z

I

M
z

y
tBiegemomen 233

3

max
1, 096.02192.0192.0

3

10
64.0 =====σ  

 
Die maximalen Zugspannungen sind positiv, daher muss für z der größte mögliche positive z-
Wert eingesetzt werden. Mit z = H befindet man sich an der Unterseite der Schwinge. Dabei 

N

0.8F 0.6F

0.48F

0.16F
0.12F

0.64F

x

Q

x

M

x

x
z

-0.48F

0.12F

-0.16F

0.64F

0.64LF

H

2H

s

y

z
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ist wieder die Dünnwandigkeit des Bleches berücksichtigt. Über die kleine Wandstärke kann 
die Spannung näherungsweise konstant betrachtet werden. Daher ist es 
ausreichend die Spannung auf der Profilmittellinie zu berechnen.  

( )
21,1,,max 6.9100096.0096.0

mm

N

sH

F
HztBiegemomentBiegemomenZug =⋅==== σσ  

 
Die maximalen Druckspannungen infolge Biegemoment findet man dann an der 
Oberseite der Schwinge bei z = -H. 

( )
21,1,,max 6.9100096.0096.0

mm

N

sH

F
HztBiegemomentBiegemomenDruck −=⋅−=−=−== σσ  

 
Auch die Normalkraft erzeugt eine Normalspannung. 

21, 210002.002.0
6
12.0

mm

N

sH

F

Hs

F

A

N
tNormalkraf =⋅====σ  

 
Die Normalspannungsverteilung, die im 
Querschnitt anzutreffen ist, setzt sich aus der 
Überlagerung der Normalspannungen infolge 
Biegemoment und Normalspannung infolge Normalkraft zusammen. Man 
findet an der Unterseite die maximalen Zugspannungen 11.6N/mm² und 
an der Oberseite die maximalen Druckspannungen -7.6N/mm². 
 
 
 

Position 2: 
 
Die Normalspannungen infolge Biegemoment sind identisch zu 
jenen an der Position 1. Für die Normalspannungen infolge 
Normalkraft  erhält man: 

22, 810008.008.0
6

48.0
mm

N

sH

F

Hs

F

A

N
tNormalkraf −=⋅−=−=−==σ  

 
Wieder gilt, dass die Normalspannungsverteilung, die im Querschnitt 
anzutreffen ist, sich setzt aus der Überlagerung der Normalspannungen 
infolge Biegemoment und Normalspannung infolge Normalkraft 
zusammensetzt. Man findet an der Unterseite die maximalen 
Zugspannungen 1.6N/mm² und an der Oberseite die maximalen 
Druckspannungen -17.6N/mm². 
 
 
 

 
Maximale Zug- und Druckspannungen in der Gesamtschwinge: 
 
Die maximalen Zugspannungen findet man an der Unterseite an Position 1, die maximalen 
Druckspannungen an der Oberseite bei Position 2. 

21,1,,maxmax 6.11
mm

N
tNormalkraftBiegemomenZugZug =+= σσσ  

z

x

9.6N/mm²

-9.6N/mm²

z

x
2N/mm²

z

x

11.6N/mm²

-7.6N/mm²

z

x

-8N/mm²

z

x

1.6N/mm²

-17.6N/mm²
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22,2,,maxmax 6.17
mm

N
tNormalkraftBiegemomenDruckDruck −=+= σσσ  

 
e.) Bei der Verwendung des quadratischen Profils, soll sich der 
maximale Spannungsbetrag (σmax,Druck = -17.6N/mm²) nicht 
ändern. Zuerst werden Querschnittsfläche und 
Flächenträgheitsmoment des dünnwandigen Quadrats 
berechnet. Dazu wird dieses in vier Rechtecke zerlegt. 

asasA 44 =⋅=  

saassaas
aassa

I y
3

0

33
233

3
2

6
1

3
2

2
2

12
2

12
2 =+=







⋅++=

≈
321

 

Betrachtet wird die maximale Druckspannung an der Oberseite (z = -a/2) der Position 2: 

2
3

2,2,,maxmax 6.17
4
48.0

2
3

2
64.0

mm

N

as

Fa

sa

FL
tNormalkraftBiegemomenDruckDruck −=−







−=+= σσσ  

 
In dieser Gleichung wird L durch H/2 und a durch cH ersetzt. Die Einheiten werden gekürzt. 

( )
6.17

122410012.010024.01
12.0

1
24.0

4

48.0

2
3

2
2

64.0

222
3

−=−−=⋅−⋅−=−−=−






−
cccccsH

F

csH

F

cHs

FcH

scH

H
F

 
Die resultierende Gleichung wird mit c² multipliziert, und alle Terme werden auf die linke 
Seite gebracht. Die quadratische Gleichung wird mit der Mitternachtsformel gelöst. 

024126.17 2 =−− cc  

=> ( )
2.35

82.4212

6.172

246.1741212 2

2,1

±=
⋅

−⋅−±
=c  

=> 56.1
2.35

82.4212
1 =+=c   und  88.0

2.35

82.4212
2 −=−=c  

 
Die mathematische Lösung c2 ist physikalisch nicht sinnvoll. Das bedeutet, dass eine 
Kantenlänge a = c1H =1.56H gewählt werden muss. 
 
Lösungen Aufgabe 22 (vgl Aufgabe 36 TM1): 
 
a.) Die Gewichtskraft G beträgt 30000N, die in der Balkenmitte wirkende Ersatzkraft FErsatz 
erhält man mit: 

NqFErsatz 2520014001818 =⋅==  

 
Für die Berechnung der am Balken angreifenden Kräfte muss das Bauteil wie dargestellt frei 
geschnitten werden. 
An der Seilrolle erkennt man mit dem Momentengleichgewicht den Zusammenhang zwischen 
den Seilkräfte FS1 und FS2. 

SSS FFF == 21  

 
Die Beiden Seilkräfte müssen in ihre Komponenten zerlegt werden. Aus den geometrischen 
Abmessungen erhält man: 

y z

a = cH

a = cH



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 42 
Übungen Technische Mechanik 2 
 

SSSxS FFFF
5

4

5

4

5.710

10
11221 ==

+
= ,  SSSzS FFFF

5

3

5

3

5.710

5.7
11221 ==

+
=  

SSSxS FFFF
13

12

13

12

5.718

18
22222 ==

+
=  und SSSzS FFFF

13

5

13

5

5.718

5.7
22222 ==

+
=  

 
Mit den Gleichgewichtsbedingungen für das Fahrzeug ermittelt man die Kräfte FH und FV. 

:0=∑ H
M  023 =− LGLFV   => NGFV 20000

3

2 ==  

:0=∑ zF  0=−− VH FFG   => NGFH 10000
3

1 ==  

 
Im nächsten Schritt können die Lagerkräfte FAx, FAz und die Seilkraft FS berechnet werden. 

:0=∑ A
M  0181512109 21 =+−−+− zSVHzSErsatz FFFFF  => NFS 50050=   

:0=∑ xF  021 =−− xSxSAx FFF      => NFAx 86240=  

:0=∑ zF  021 =−++−+− zSVHzSErsatzAz FFFFFF   => NFAz 5920=  

 
Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Querschnittsfläche, des Flächenträgheitsmoment und der Spannungen 
ist es zulässig, die oberen Flanken zusammen zu schieben. Es resultiert ein dünnwandiges 
Rechteck. Dies ergibt eine Querschnittsfläche A: 

2360001018020208222 mmLsLsLsA =⋅⋅==⋅+⋅=  
 
 
 

86240N

5920N 40040N

30030N 19250N

20000N10000N
46200N

1400N/m

xz

N

Q

x

M

x

x

-86240N -46200N

5920N

-8080N

21950N 19150N
9150N
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-15050N
-19250N

-10800Nm

30300Nm
51450Nm12517Nm
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Für das Flächenträgheitsmoment gilt: 

( ) 4933

0

332
33

10011.110180
3
1

17
3
1

17
3
4

3
1

1782
12

8
2

12
2

2 mmsLLssLLsL
LsLs

I y ⋅=⋅⋅==+=⋅++=

≈
321

 

Maximale Normalspannungen am Ort des maximalen Biegemoments: 
Zuerst werden die maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments berechnet. 

( ) ( )
zzz

I

xM
z

y
tBiegemomen 0509.0

10011.1
105145015

9

3

=
⋅
⋅===σ  

 
An der Unterseite erhält man die maximalen Zugspannungen infolge des Biegemoments. 

( )
2,max 16.9180

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug === σσ  

 
An der Oberseite erhält man die maximalen Druckspannungen infolge des Biegemoments. 

( )
2,max 16.9180

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=−== σσ  

 
Auch die Normalkraft erzeugt Normalspannungen. 

2
28.1

36000
46200

mm

N

A

N
tNormalkraf −=−==σ  

 
Die Überlagerung der Normalspannungen infolge Biegemoment und Normalkraft ergibt die 
im Bauteil anzutreffenden Normalspannungen. 

 
Andere Querschnitte müssen nicht untersucht werden. Ein lokales Spannungsmaximum 
erreicht man noch bei x = 4.23m. Im Bereich der maximalen Normalkraft ist dort das 
Biegemoment maximal. Der Betrag des Biegemoments geht ungefähr auf ein Viertel zurück. 
Daraus ergeben sich Normalspannungen infolge des Biegemoments von ca. einem Viertel von 
9.16N/mm². Obwohl sich die Normalkraft ungefähr verdoppelt und dadurch auch verdoppelte 
Normalspannungen in folge der Normalkraft resultieren, sind die überlagerten 
Spannungswerte bei x = 4.23m kleiner als bei x = 15m.  
 
Somit betragen die maximalen Zugspannungen des Bauteils 7.88N/mm² und die maximalen 
Druckspannungen -10.44N/mm². 
 
b.) Die Wandstärke s wird bei der Berechnung der Querschnittsfläche A und des 
Flächenträgheitsmoments Iy linear berücksichtigt. Bei der Bestimmung der Spannungen 
werden Querschnittsfläche A und Flächenträgheitsmoment durch die Faktoren 1/A 

z x z x z x

9.16N/mm²

-9.16N/mm²

-1.28N/mm² 7.88N/mm²

-10.44N/mm²

Normalspannungen 
infolge Biegemoment

Normalspannungen 
infolge Normalkraft

Resultierende 
Normalspannungen



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 44 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
(Normalspannungen infolge Normalkraft) und 1/Iy (Normalspannungen infolge des 
Biegemoments) berücksichtigt. Dadurch kann man die Abhängigkeit der Normalspannungen 
von der Wandstärke s angeben. (ci: Proportionalitätsfaktoren) 

{ {

( )
s

c
cc

ss

c

s

c

sc

c

sc

c

sc

c

sc

c

A

c

I

c

c
cc

y

=+=+=+=+=+=
∗∗∗∗∗∗

43421 21
21

4

3

2

1

4

3

2

131 111

21

σ  

Aus diesem Zusammenhang erkennt man, dass Normalspannung mal Wandstärke eine 
Konstante c darstellt.  

cs=σ   => 2211 scs WandstärkeWandstärke σσ ==  

 
Hat man bei der vorgegebenen Wandstärke s1 = 10mm den maximalen Spannungsbetrag 
σWandstärke1 = 10.44N/mm² erhalten, errechnet man für den vorgegebenen Spannungsbetrag 
σWandstärke2 = 5N/mm² die nun notwendig Wandstärke s2. 

mmss
Wandstärke

Wandstärke 88.2010
5
44.10

1
2

1
2 ===

σ
σ
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Lösungen Aufgabe 23: 
 
a.) Wenn die Lampe kippt, fällt sie nach rechts. Dabei hebt der Lampenfuß bis auf den 
Kontaktpunkt A vom Boden ab.  
Daraus kann man das gesuchte Stabilitätskriterium ableiten. 

:0=∑ A
M  03152 =⋅− FLLG   

=> NFG 45452 ==  
 
Die Gewichtskraft des Lampenfußes muss mindestens 45N betragen. 
 
b.) Für die Berechnung der inneren Kräfte und Momente wird die Lampe wie dargestellt frei 
geschnitten. Der Lampenfuß wird durch zwei Kräfte F2x und F2y und das Moment M2 ersetzt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Federkraft FFeder wird mit Hilfe des geometrischen Dreiecks in ihre Komponenten zerlegt. 

3

4

3

4

,

, ==
L

L

F

F

yFeder

xFeder     => yFederxFeder FF ,, 3
4=  

 
Zur Berechnung der Schnittkräfte wird zuerst der Balken B2 betrachtet. 

:0
1

=∑M  04843164 ,, =−=⋅− LFLFFLLF yFederyFeder   => FF yFeder 12, =  

=> FFFF yFederxFeder 1612
3
4

3
4

,, ===  

:0=∑ yF  03123 11, =−+−=−+− FFFFFF yyyFeder   => FF y 151 =  

:0=∑ xF  016 11, =−=− xxxFeder FFFF     => FF x 161 =  

 
Gleichgewichtsbedingungen am Balken B1: 

:0=∑ yF  0151221,2 =−+=−+ FFFFFF yxyFedery    => FF y 32 =  

:0=∑ xF  0161621,2 =+−−=+−− FFFFFF xxxFederx    => 02 =xF  

:0
2

=∑M  01610167107 21,2 =⋅−⋅+=−+ FLFLMLFLFM xxFeder  => LFM 482 =  

 
 
 
 

3F

F1x

F1x

F1y

F1y

FFeder

FFeder

x

y

FFeder

FFeder,x

FFeder,y
3L

4L

5L

B1

B2

F2y
M2

F2x
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Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c.) Der Betrag des größten Biegemoments beträgt Mmax = 48LF. Für die Berechnung der 
Normalspannungen infolge des Biegemoments benötigt man das Flächenträgheitsmoment des 
kreisrunden, dünnwandigen Profils. 

sRI my
3π=  

 
Für die Ermittlung des gesuchten Radius Rm werden Mmax, Iy und die maximal zulässige 
Spannung σzul = 10N/mm² in die Formel für die Berechnung der Normalspannung infolge des 
Biegemoments eingesetzt. 

sR

LF
R

sR

LF
R

I

M

m
m

m
m

y
zul 23

max 4848

ππ
σ ===    

=> mm
s

LF

s

LF
R

zulzul
m 74.8

1

150

10

484848 =⋅===
ππσπσ

 

 
d.) Für die Normalspannungen infolge Normalkraft wird der maximale Betrag der 
Normalkraft bei gleichzeitigem maximalen Betrag des Moments gewählt. 

FN 16max =  

 
Die Querschnittsfläche beträgt: 

sRA mπ2=  

 
Daraus ermittelt man den maximalen Betrag der Normalspannung infolge Normalkraft. 

2
max 29.0

174.8
188

2
16

mm

N

sR

F

sR

F

A

N

mm
tNormalkraf =

⋅⋅
⋅====

πππ
σ  

 

3F 12F 15F

48LF

16F

16F

x

x

x

15F 3F12F

16F16F

x

N

Q

M

N

x

Q

x

M

B2B1

x
z

x
z

-3F
-15F

16F

-48LF -48LF

-12F

3F

-16F



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 47 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
Der maximale Betrag der Normalspannungen σmax ist die Überlagerung der Normalspannung 
infolge des Biegemoments und der Normalkraft. Da Biegemoment und Normalkraft negativ 
sind, sind die maximalen Spannungen Druckspannungen.  

2max 29.1029.010
mm

N
tNormalkrafzul =+=+= σσσ  

 
d.) Die Gesamtfederkraft lautet: 

( ) ( ) FFFFFF yFederxFederFeder 201216 222
,

2
, =+=+=  

 
Zwischen der Verlängerung ∆x = 10mm der Feder und der Federkraft FFeder gilt mit der 
Federkonstanten c folgender Zusammenhang: 

xcFFeder ∆=  => 
mm

N

x

F

x

F
c Feder 2

10
12020 =⋅=

∆
=

∆
=  

 
Lösungen Aufgabe 24: 
 
a.) Die Rolle und der Bremshebel müssen frei 
geschnitten und die dargestellten Schnittkräfte 
hinzugefügt werden. Betrachtet man die Rolle, 
so können FN und FR in Abhängigkeit von G 
und µ0 angegeben werden. 

:0=∑ B
M  0

44
=− G

L
F

L
R  

=> GFR =  

NR FF 0µ=  

=> 
00 µµ

GF
F R

N ==  

 
Betrachtet man den Bremshebel, setzt F = G/2, so ergibt das 
Momentengleichgewicht um A eine Berechnungsgleichung, 
die nur µ0 als Unbekannte beinhaltet. Allerdings muss dazu 
die Länge L-a bzw. a bekannt sein. Zur Bestimmung dieser 
Länge spannt man ein Dreieck auf. Die Eckpunkte sind der 
Rollenmittelpunkt, der Knick im Bremshebel und der 
Berührpunkt zwischen Rolle und Bremshebel. Da die Kraft 
FN senkrecht auf der Rolle und auf dem Bremshebel steht, 
muss das Dreieck rechtwinklig sein. Aus der Skizze folgt, 
dass dann die beiden verbleibenden Winkel 45° betragen müssen. 

=> 
4
L

a =   => L
L

LaL
4
3

4
=−=−  

 

:0=∑ A
M  ( ) ( ) ( ) 0

2
45cos1

4
3

45cos1
0

=°+−=°+−− G
L

G
LFLFaL N µ

 

=> ( ) 8787.0
45cos1

5.1
245cos1

43
0 =

°+
=

°+
=µ  

=> GFN 1381.1=  

A

FN
FN

FR

FR

Fa

L-a
L(1+cos45°)

B

G

L/4

45°

45°

45°

90°
a

90°
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b.) Für die Bestimmung der inneren Kräfte und Momente fehlen zwar noch die Lagerkräfte 
am Lager A. Es ist aber einfacher, den Hebel in zwei Balken zu zerlegen, für jeden Balken ein 
eigenes xz-Koordinatensystem einzuführen und dann im balkenspezifischen 
Koordinatensystem die Lagerkräfte anzugeben. Im linken Balken B1 muss die Schnittkraft 
G/2 in eine zum Balken parallel und eine zum Balken senkrechte Komponenten zerlegt 
werden. Infolge des Winkels 45° sind beiden Komponenten G/2cos45° = 0.3536G. Die 
Kräftebilanzen am linken Balken B1 ergeben die Lagerkräfte. 

:0=∑ xF  03536.0 =++− GGFAx    => GFAx 3536.1=  

:0=∑ zF  03536.01381.1 =+− GGFAz   => GFAz 7845.0=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Normalspannungen muss der 
Flächenmittelpunkt, der Flächeninhalt und das Flächenträgheitsmoment 
des Profils berechnet werden. Dazu wird das dünnwandige T-Profil in 
zwei Teilflächen zerlegt. An der oberen Kante wird der Nullpunkt des 
Bezugskoordinatensystems z’ festgelegt. 
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HssHHsA 2=+= ,  H
Hs

sH
H

HHs
zs 75.0

2
2 =

+
=′  

{
( ) ( ) sHsHHH

sH
HsHH

Hs
I y

32
3

2

0

3

24
5

75.05.0
12

75.0
12

=−++−+=

≈

 

 
Maximale Normalspannungen am Ort des maximalen Biegemoments: 
Zuerst werden die maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments berechnet. 

( ) z
sH

LG
z

sH

LG
ztBiegemomen 3

3
8243.2

24
5
5884.0 −=−=σ  

 
An der Unterseite erhält man die maximalen Druckspannungen infolge des Biegemoments. 

( ) Ls

G

sL

LG

sH

LGH
ztBiegemomentBiegemomenDruck 8244.2

5.0
7061.07061.0

4 22,max −=−=−=






 == σσ  

 
An der Oberseite erhält man die maximalen Zugspannungen infolge des Biegemoments. 

( ) Ls

G

sL

LG

sH

LG
HztBiegemomentBiegemomenZug 4728.8

5.0
1182.21182.2

4
3

22,max ===






 −== σσ  

 
Die Normalkraft erzeugt Normalspannungen. Durch den Sprung an der Stelle des 
maximalen Moments, müssen die Spannungen kurz vor (σNormalkraft,vor) und kurz nach 
(σNormalkraft,nach) der Sprungstelle betrachtet werden. 

Ls

G

Ls

G

Hs

G

Hs

G

A

Nvor
vortNormalkraf 3536.1

5.0
6768.06768.0

2
3536.1

, =====σ  

Ls

G

Ls

G

Hs

G

Hs

G

A

Nnach
nachtNormalkraf 3536.0

5.0
1768.01768.0

2
3536.0

, =====σ  

 
Die Überlagerung der Normalspannungen infolge Biegemoment und Normalkraft ergibt die 
im Bauteil anzutreffenden Normalspannungen.  

Ls

G
nachtNormalkraftBiegemomenDruckDruck 4708.2,,maxmax −=+= σσσ  

Ls

G
vortNormalkraftBiegemomenZugZug 8264.9,,maxmax =+= σσσ  

 
Maximale Normalspannungen am Anfang von Balken B2: 
Am Anfang des Balkens B2 wirkt nur ein Biegemoment. Daher treten nur Normalspannungen 
infolge Biegemoment auf. Sie erhält man, wenn man die Spannungen am Maximum des 
Biegemoments mit dem Faktor 0.5/0.5884 = 0.8498 multipliziert. 

Ls

G

Ls

G
Druck 4002.28244.28498.0max =







−=σ  

Ls

G

Ls

G
Zug 2002.74728.88498.0max =







=σ  

 
Diese Spannungen sind kleiner wie an der Stelle des maximalen Biegemoments. Daher sind 
an der Stelle des maximalen Moments die größten Zug- und Druckspannungen im Bauteil. 
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Lösungen Aufgabe 25: 
 
a.) Zu Beginn muss der wirksame Hebelarm a der Kraft F bezüglich des 
Punktes A ermittelt werden. Aus der Skizze kann man den 
Zusammenhang zwischen α und β und den Längen a, b und c erkennen. 

75.0tan =α  => °= 87.36α   
=> 6.0sin =α  und 8.0cos =α  
=> 96.02sin =α  und 28.02cos =α  
 

°=°++ 180902 βα   
=> °=−°=°+ 26.1629090 αβ  
=> 28.0sin =ß  und 96.0cos =β  
 

bca −=  
 
Die Längen b und c kann man über die zwei rechtwinkligen Dreiecke bestimmen.  

α2cos
3

=
L

c
 => LLLc 84.0328.02cos3 =⋅== α  

βcos
5.0

=
L

b
 => LLLb 48.05.096.0cos5.0 =⋅== β  

=> LLLbca 36.048.084.0 =−=−=  
 
Ist das Gegengewicht G zu klein, kippt das Fahrzeug über das rechte Rad. Daher ist die für G 
zu erfüllende Kippbedingung das Momentengleichgewicht um den rechten 
Radaufstandspunkt bei gleichzeitig verschwindender Aufstandskraft am linken Rad. 

:0=∑ B
M  02)36.0(5 =−− FLLLG  => GFG 256.064.0

5
2 ==  

 
b.) Für die Berechnung der inneren Kräfte und Momente im waagrechten Balken muss dieser 
und der Ausleger frei geschnitten werden. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zuerst wird der Ausleger untersucht. 
:0=∑ A

M  0336.0 =− HyLFLF   => FFHy 12.0=  

 

2αααα
A

a
b
c

3L90°

ββββL/2

Fββββd

0.256F
FL

FR

F

FHx

FHy

FHx

FHy

FAx

FAx

FAy

FAy

y

x
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Der Hubzylinder ist an beiden Enden gelenkig gelagert. Er 
kann dadurch nur Kräfte in Zylinderrichtung übertragen. Über 
ein zwei rechtwinklige Dreieck kann der Zusammenhang 
zwischen FHx und FHy ermittelt werden. Mit dem rechten 
Dreieck ermittelt man die Höhe d. 

α2sin
3

=
L

d
 => LLLd 88.296.032sin3 =⋅== α  

 
Das rechte Dreieck liefert den Zusammenhang zwischen den 
Kräften FHx und FHy. 

75.0
88.2

16.23 ==−=
L

L

d

cL

F

F

Hy

Hx  => FF
F

F

Hy

Hx 09.012.075.075.0 =⋅==  

 
Die Kräftebilanzen ergeben die Kräfte FAx und FAy. 

:0=∑ xF  0=− AxHx FF   => FFAx 09.0=  

:0=∑ yF  0=+− AyHy FFF  => FFAy 88.0=  

 
Am Balken werden die Radaufstandskräfte FL und FR berechnet. 

:0=∑ L
M  04.4424.0256.0542256.0 =−+−=−+− LFLFLFLFLFLFLFLF RAyRHy  

=> FFR 096.1=  

:0=∑ yF  088.0096.112.0256.0256.0 =−+−+−=−+−+− FFFFFFFFFF LAyRHyL  

=> FFL 16.0=  
 
Innere Kräfte und Momente im waagrechten Balken: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Spannungsberechnung benötigt man noch den 
Flächenmittelpunkt, die Querschnittsfläche und das 
Flächenträgheitsmoment des Profils des waagrechten 
Balkens. 
An der Profiloberkante ist der Nullpunkt des 
Bezugskoordinatensystem z’. 

2αααα

3L

c = 0.84L

3L–c = 2.16L 

d

FHx

FHy
FH

A

x

-0.096F

0.88F

0.09F
N

x

-0.256F -0.216F

Q

x
M

-0.256LF -0.448LF -0.88LF

y

2L = 2000

s = 10 L/4 = 250

z
z‘
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22240010240102000 mmA =⋅+⋅= ,  4.18
22400

2400130200005 =⋅+⋅=′sz  

( ) ( ) 472
3

2
3

105169.467.4516881024004.18130
12
24010

200004.185
12

102000
mmI y ⋅==⋅−+⋅+⋅−+⋅=

 
An der Position des maximalen Biegemoments sind die maximalen Normalspannungen. Das 
maximale Moment hat den Wert Mmax = -0.88LF = 0.88.107Nmm. 
 
Zuerst werden die maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments berechnet. 

( ) zzz
I

LF
z

y
tBiegemomen 1948.0

105169.4
1088.088.0

7

7

−=
⋅
⋅−=−=σ  

 
An der Unterseite erhält man die maximalen Druckspannungen infolge des Biegemoments. 

( ) 2,max 1157.456.2311948.04.18250
mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=⋅−=−== σσ  

 
An der Oberseite erhält man die maximalen Zugspannungen infolge des Biegemoments. 

( ) ( ) 2,max 5843.34.181948.04.18
mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug =−⋅−=−== σσ  

 
Die Normalkraft erzeugt zusätzliche Normalspannungen. 

N
A

F
tNormalkraf 0402.0

22400
90009.0 ===σ  

 
Gegenüber den Spannungen infolge des Biegemoments sind die Normalspannungen der 
Normalkraft zu vernachlässigen. 
 
Die Querkraft erzeugt Schubspannungen. 

. N
A

F
kraftQuerkraftl 3929.0

22400
880088.0 ===τ  

 
Auch die Schubspannungen sind verschwindend klein gegenüber den Normalspannungen 
infolge des Biegemoments. 
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Lösungen Aufgabe 26: 
 
Geometrie 1: 
 
Berechnung der inneren Kräfte und 
Momente infolge der äußeren Kraft 6kN: 
 

:0=∑ A
M  0632 =⋅−BF   

=> kNFB 9=  

:0=∑ zF  06 =+− BA FF  

=> kNFA 3=  

:0=∑ xF  keine Kräfte in x-Richtung 

 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u1: 
 

An der zu untersuchenden Stelle 1 wird die Kraft 1 
in Richtung von u1 angebracht. Es ergeben sich die 
dargestellten Lagerkräfte, inneren Kräfte und innere 
Momente. 
 

:0=∑ A
M  0112 =⋅−BF   

=> 5.0=BF  

:0=∑ zF  01=+−− BA FF  

=> 5.0=AF  

:0=∑ xF  keine Kräfte in x-Richtung 

 
 
 

 
Mit Hilfe von Integraltafeln wird die Verschiebung u1 berechnet. Dazu muss der Balken in 
zwei Abschnitte der Länge 2L und L zerlegt werden. Im ersten Abschnitt hat das Moment MB 
einen Dreiecksverlauf und das Moment ME1 den Verlauf eines Daches. Im zweiten Abschnitt 
ist das Moment MB1 konstant null. Daher trägt dieser Abschnitt nichts zur Verschiebung u1 
bei. Alle Größen werden in N und mm umgewandelt. 

( ) ( )
mm

dx
EI

MM

EI
dx

EI

MM
dx

EI

MM
u

L y

EB

y

Abschnitt

L y

EB
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Am Punkt 1 geht der Balken um 10mm nach oben (negatives Vorzeichen). 
 

6kN

FB = 9kNFA = 3kN xz

QB

x

MB

x

-3kN

6kN

-6kNm

QE1

x

ME1

x

1

0.50.5 xz

0.5

-0.5

0.5m



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 54 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
Alternativ kann der Gesamtbalken auch in drei Abschnitte der Länge L zerlegt werden. Dann 
erhält man im ersten Abschnitt Dreieck mit Dreieck mit gleicher Seite, im zweiten Abschnitt 
Dreieck mit Trapez und der dritte Abschnitt ist wieder null mit Dreieck und trägt dadurch 
nichts zur Verschiebung u1 bei. 
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Berechnung der Verschiebung u2: 

Für die Berechnung der Verschiebung u2 muss 
an der Stelle 2 eine Kraft 1 in Richtung der 
Verschiebung u2 angebracht werden. Da das 
Bauteil ursprünglich nur mit einer äußeren 
Kraft 6kN belastet wird, die Verschiebung des 
Kraftangriffspunktes in Richtung der Kraft 
6kN gesucht ist, können die Schaubilder QB2 
und MB2 direkt aus den Schaubilder QE und 
ME ermittelt werden, indem in den 
Ausgangsschaubildern alle Größen durch 6kN 
geteilt werden. 
 
Für die Integration mit den Integrationstafeln 
kann der Gesamtbalken als ein 
Integrationsintervall bzw. Abschnitt betrachtet 
werden. Beide Funktionen MB und ME2 haben 
dabei den Verlauf eines Daches. Alle Größen 

werden wieder in N und mm umgewandelt. 
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Am Punkt 2 verbiegt sich der Balken um 40mm nach unten. 
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Geometrie 2: 
 
Berechnung der inneren Kräfte und Momente 
infolge der äußeren Kräfte 6kN und 3kN: 
 

:0=∑ A
M  033261 =⋅−+⋅− BF   

=> kNFB 5.7=  

:0=∑ zF  036 =+−+− BA FF  

=> kNFA 5.1=  

:0=∑ xF  keine Kräfte in x-Richtung 

 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u1: 

 
An der zu untersuchenden Stelle 1 wird die Kraft 1 
in Richtung von u1 angebracht. Es ergeben sich die 
dargestellten Lagerkräfte, inneren Kräfte und innere 
Momente.  
 
Die daraus resultierende Belastung ist identisch zu 
der Belastung bei der Berechnung von u1 an der 
Geometrie 1. Daher können de dort gewonnenen 
Schaubilder für QE1 und ME1 übernommen werden. 
 
Der Balken wird in drei Abschnitte bzw. 
Integrationsintervalle der Länge L zerlegt. Im ersten 
Abschnitt erhält man zwei Dreiecksverläufe, im 
zweiten einen Dreiecksverlauf und einen 

trapezförmigen Verlauf. Im dritten Abschnitt ist ME1 konstant null. Somit trägt der dritte 
Abschnitt nichts zur Berechnung der Verschiebung u1 bei. 
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Der Punkt 1 senkt sich um 1.67mm ab. 
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Berechnung der Verschiebung u2: 

 
An der zu untersuchenden Stelle 2 wird die 
Kraft 1 in Richtung von u2 angebracht. Es 
ergeben sich die dargestellten Lagerkräfte, 
inneren Kräfte und innere Momente.  
 
Die daraus resultierende Belastung ist 
identisch zu der Belastung bei der 
Berechnung von u2 an der Geometrie 1. 
Daher können de dort gewonnenen 
Schaubilder für QE2 und ME2 übernommen 
werden. 
 
Der Balken wird in drei Abschnitte bzw. 
Integrationsintervalle der Länge L zerlegt. 
Im ersten Abschnitt erhält man zwei 
Dreiecksverläufe. Im zweiten Abschnitt 

ergeben sich zwei trapezförmige Verläufe. Im dritten Abschnitt existieren wieder zwei 
Dreiecksverläufe. 
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Der Balken verbiegt sich and er Stelle 2 um 10mm nach unten. 
 
Lösungen Aufgabe 27: 
 
Für die Berechnung der Absenkung des Kraftangriffspunktes benötigt man die 
Querschnittsfläche und das Flächenträgheitsmoment des Balkens. Dazu zerlegt man die 
Querschnittsfläche in drei Teilflächen, wobei die oberen beiden Flansche identisch sind. 
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Für die Berechnung der Lagerkräfte, der inneren Kräfte und Momente wird der Balken frei 
geschnitten. Das Seil wird durch die Seilkraft FSeil und das Balkenlager durch zwei 
Lagerkräfte ersetzt. Mit Hilfe des Kräftedreiecks und eines geometrischen Dreiecks können 
die waagrechte und senkrechte Komponente der Seilkraft ermittelt werden. 
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5
12=

Seilz

Seilx

F

F
 => SeilzSeilx FF

5
12=  

22
SeilzSeilxSeil FFF +=  

 
  

:0=∑ A
M  012518 =+⋅− SeilzF   

=> kNFSeilz 5.7=  

=> kNFF SeilzSeilx 18
5

12 ==  

=> kNFFF SeilzSeilxSeil 5.1922 =+=  

:0=∑ xF  0=− SeilxAx FF  

=> kNFAx 18=  

:0=∑ zF  05 =++ SeilzAz FF  

=> kNFAz 5.2=  
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der senkrechten Absenkung des Kraftangriffspunktes, muss dort eine 
Kraft vom Betrag 1 angebracht werden. Dadurch resultiert eine Belastung des Bauteils, die bis 
auf den Faktor 5kN identisch ist zur ursprünglichen Belastung. Daher sind auch die bekannten 
Schaubilder NE, QE und ME bis auf den Faktor 5kN identisch mit den Schaubildern N, Q und 
M. Sie müssen nicht neu berechnet werden, sondern können aus den bekannten Schaubildern 
übernommen werden, indem man in den bekannten Schaubildern alle Größen durch 5kN teilt. 
 
Es muss berücksichtigt werden, dass sich der Kraftangriffspunkt nicht nur durch die 
Balkenverformung, sondern auch durch die Verlängerung des Seiles absenkt. Dafür kann das 
Seil wie ein Zugstab mit den Seilkräften FSeil = 19.5kN und FSeilE = 19.5kN/5kN = 3.9 
betrachtet werden. Für die Integration wird die Seillänge LSeil benötigt. 

mLSeil 13512 22 =+=  

 
Das Biegemoment im Balken wird durch zwei dachförmige Verläufe über den ganzen Balken 
berücksichtigt. Alle Größen werden in N und mm umgerechnet. Für die Absenkung u des 
Kraftangriffspunktes gilt mit der Balkenlänge L = 18m: 
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Der Kraftangriffspunkt senkt sich um 208mm nach unten ab.  
 
Wäre die Zugsteifigkeit des Balkens und 
des Seiles unendlich steif (EA→∞, 
EASeil→∞), würde sich der Balken nur 
infolge des Biegemoments verbiegen. 
Die Seillänge LSeil und die waagrechte 
Balkenlänge L blieben unverändert. Der 
Fehler, dass der Balken insgesamt länger 
werden muss, wenn sich der 
Kraftangriffspunkt infolge des 
Biegemoments senkrecht absenkt, entsteht durch die Annahmen bei der Herleitung der 
Berechnungsgleichungen und muss akzeptiert werden. 
 
Wählt man die Biegesteifigkeit (EIy→∞) 
des Balkens und die Zugsteifigkeit 
(EASeil→∞) des Seiles unendlich groß, 
so würde sich der Kraftangriffspunkt nur 
durch Verkürzung des Balkens in den 
ersten beiden Dritteln des Balkens 
absenken. Der Balken bliebe gerade und 
das Seil würde seine Ursprungslänge 
LSeil behalten. Die Verkürzung des Balkens erhält man aus der negativen Normalkraft im 
Balken, dem Hookeschen Gesetz und der Definition der Dehnung. 
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Betrachtet man den Balken als unendlich 
steif (EIy→∞, EA→∞), so bleibt der 
Balken unverändert. Trotzdem senkt sich 
der Kraftangriffspunkt durch die 
Verlängerung des Seiles ab. Diese 
Seilverlängerung kann analog zur 
vorigen Balkenverkürzung berechnet 
werden. 
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Lösungen Aufgabe 28: 
 
Geometrie 1: 
 
Lagerkräfte durch die Belastungen mit der 
Kraft F: 
 
 
 
Schnittkräfte 
zwischen den vier 
Teilbalken B1, B2, 
B3 und B4 durch die 
Belastungen mit der 
Kraft F: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente durch die Belastungen mit der Kraft F: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u1: 
 
An der Kraftangriffsposition muss eine waagrechte Kraft vom Betrag 1 angebracht und die 
Verläufe NE1, QE1 und ME1 ermittelt werden. 
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Lagerkräfte und 
Schnittkräfte zwischen den 
vier Teilbalken B1, B2, B3 
und B4: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Verschiebung u1: 
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Berechnung der Verschiebung u2: 
 
An der Kraftangriffsposition muss eine senkrechte Kraft vom Betrag 1 angebracht und die 
Verläufe NE2, QE2 und ME2 ermittelt werden. Dies können direkt aus NB, QB und MB ermittelt 
werden, wenn man in diesen Schaubildern F durch 1 ersetzt. 
 
Verschiebung u2: 
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Geometrie 2: 
 
Lagerkräfte durch die Belastungen mit den beiden 
Kräften F: 
 
 
 
 
 
 
Schnittkräfte zwischen den drei Teilbalken B1, B2 und B3 durch die Belastungen mit den 
beiden Kräften F: 
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Innere Kräfte und Momente durch die Belastungen mit den beiden Kräften F: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u1: 
 
An der Position 1 muss eine waagrechte Kraft vom 
Betrag 1 angebracht und die Verläufe NE1, QE1 und ME1 
ermittelt werden. 
 
Lagerkräfte und Schnittkräfte infolge der Einheitskraft 
zwischen den drei Teilbalken B1, B2 und B3: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft:  
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Verschiebung u1: 
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Berechnung der Verschiebung u2: 
 
An der Position 2 muss eine senkrechte Kraft vom Betrag 1 
angebracht und die Verläufe NE2, QE2 und ME2 ermittelt 
werden. 
 
Lagerkräfte und Schnittkräfte infolge der Einheitskraft 
zwischen den drei Teilbalken B1, B2 und B3: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft:  
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Verschiebung u2: 

( )
( )

yy

y

EI

FL

EA

FL

EI

FL

EA

FL

LL
FLLFLF

LL
LLLF

EI
L

F

EA
u

2

3

26

1
1

3

1

2

1

3
2

2
22

3

3

1
1

2

1

33

2

+=






 +++






=

















 −






−
+








 +⋅
+⋅⋅+







 −






−=
 

 
Lösungen Aufgabe 29: 
 
Für die Verschiebungs- und Spannungsberechnung benötigt 
man die Querschnittsfläche und das Flächenträgheitsmoment 
des dünnwandigen Profils. Dafür zerlegt man dieses in vier 
Rechtecke. 
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Begonnen wird mit der Berechnung der 
Lagerkräfte und des Lagermomentes. 
Dazu wird die gesamte Presse als ein 
Bauteil betrachtet. 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ zF  0=+− FFAz  

=> FFAz =  

:0=∑ A
M  0=AM   

 

 

zy
H

5/3H

s

F

FAz = F

FAx = 0 MA = 0

x
z

F

FAz = F

3F

FB = 2F

FB = 2F
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FC = 2F

FD = 3F

FD = 3F

F

2F

2F

4LF
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F

4LF
F
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x
z

x
z

x
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Das Bauteil muss in den Balken B1, in das Werkstück und in das Teilbauteil B2, B3, B4 
zerlegt werden. Da keine waagrechten Kräfte am Bauteil wirksam sind, benötigt man auch 
keine waagrechten Schnittkräfte. 
 
Betrachtung des Balkens B1: 

:0=∑ D
M  042 =− AzC LFLF  => FFC 2=  

:0=∑ zF  0=−+− CDAz FFF  => FFD 3=  

 
Das Bauteil B2, B3, B4 muss wie oben dargestellt in die Teilbalken zerlegt werden. 
Anschließend können die inneren Kräfte und Momente bestimmt werden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a.) Für die Berechnung der senkrechten Verschiebung u des Kraftangriffspunktes muss man 
für die Verläufe infolge Einheitskraft die Kraft F durch die 1 ersetzen. Die Belastung des 
Bauteils bleibt bis auf den Faktor F identisch. Daher können die Verläufe infolge 
Einheitskraft direkt aus den Schaubildern infolge der Kraft F ermittelt werden, indem man in 
diesen die Kraft F durch 1 ersetzt. Für die Verschiebung werden die Normalkraft und das 
Biegemoment berücksichtigt. 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )

( )
EHs

FL

sEH

FL

EA

FL

EI

FL

EA

FL

EI

FL

LFLF
EA

LLLF
LLLF

LLLFLLLF

EI
u

yy

y

16

15
9659641

3

32
32

3

64
32

221
1

3

244
244

3

444

3

6441

3

333

+=+=++






 +++=

⋅⋅+−−+








 −−+−−+−−+⋅⋅=
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b.) Die maximalen Normalspannungen treten im Teilbalken B3 auf. Die Gleichung für die 
Berechnung der Normalspannungen infolge des Biegemoments in Balken B3 lautet: 

( ) z
sH

LF
z

I

M
z

y
tBiegemomen 3

4−==σ  

 
Die maximalen Zugspannungen infolge des Biegemoments erhält man mit einem negativen 
betragsmäßig großen z-Wert: 

sH

LFH

sH

LFH
ztBiegemomentBiegemomenZug 23,max

2

2

4

2
=







−−=






 −== σσ  

 
Die maximalen Druckspannungen infolge des Biegemoments erhält man mit einem positiven 
betragsmäßig großen z-Wert: 

sH

LFH

sH

LFH
ztBiegemomentBiegemomenDruck 23,max

2

2

4

2
−=−=







 == σσ  

 
Im Balken B3 existiert eine Normalkraft. Die negative Normalkraft in der ersten Balkenhälfte 
verstärkt die Druckspannungen infolge des Biegemoments. Diese Druckspannungen infolge 
Normalkraft in der ersten Balkenhälfte erhält man mit: 

Hs

F

Hs

F

A

N
tNormalkraf 16

3

3

161, −=−==σ  

 
In der zweiten Balkenhälfte wirkt eine positive Normalkraft, die eine positive 
Normalspannung infolge Normalkraft erzeugt. 

Hs

F

Hs

F

A

N
tNormalkraf 8

3

3

16
2

2, ===σ  

 
Die Überlagerung der Normalspannungen infolge des Biegemoments und Normalkraft ergibt 
die maximalen Normalspannungen im Bauteil. Die maximalen Zugspannungen sind in der 
zweiten Hälfte des Balkens B3 und lauten: 

Hs

F

sH

LF
tNormalkraftBiegemomenZugZug 8

32
22,,maxmax +=+= σσσ  

 
Die maximalen Druckspannungen sind in der ersten Hälfte des Balkens B3 und lauten: 

Hs

F

sH

LF
tNormalkraftBiegemomenDruckDruck 16

32
21,,maxmax −−=+= σσσ  
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Lösungen Aufgabe 30: 
 
a.) Zuerst werden der Rahmen, der Mensch und die Rollen frei geschnitten. Die dargestellten 
Schnittkräfte müssen eingeführt werden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Bilanz der Momente an der linken Rolle (Punkt 23) mit dem Radius R ergibt: 

:0
23

=∑M  023 =− SS RFRF  => GFF SS == 32  

 
Die Bilanz der Momente an der rechten Rolle (Punkt 12) mit dem Radius R ergibt: 

:0
12

=∑M  012 =− SS RFRF  => GFF SS == 21  

 
Mit der Kräftebilanz in senkrechter Richtung am Mann erhält man dessen Gewichtskraft. 

:0=∑ yF  01 =+− SitzMannS FGF   => GFFG SitzSMann 21 =+=  

 
Da am Sitz und am Seil nur eine senkrechte Kraft übertragen werden können, müssen alle drei 
am Mann angreifenden Kräfte die gleiche Wirklinie besitzen. Ansonsten wäre das 
Momentengleichgewicht verletzt.  
 
b.) Für die Lagerkraftberechnung kann das Gesamtbauteil mit 
den am Gesamtbauteilangreifenden Kräfte betrachtet werden 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ A
M  027338 =−−− GLLGLGLFB   

=> GGFB 5.2
8

20 ==  

:0=∑ yF  02 =−−−+ GGGFF BAy  

=> GFGF BAy 5.14 =−=  
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c.) Am Rahmen sind noch die Kräfte F1x, F1y, F2x und F2y unbekannt. Die gewinnt man mit 
den Kräftegleichgewichten an den beiden Rollen.  
 
Linke Rolle: 

:0=∑ xF  022 =− xS FF   

=> GFF Sx == 22  

:0=∑ yF  023 =+− yS FF  

=> GFF Sy == 32  

 
Rechte Rolle: 

:0=∑ xF  012 =+− xS FF  

=> GFF Sx == 21  

:0=∑ yF  011 =+− yS FF  

=> GFF Sy == 11  

 
Der Rahmen kann in einen senkrechten B1 und 
drei wagrechte Balken B2, B3, B4 zerlegt 
werden. Die rechts dargestellten Schnittkräfte 
müssen an den isolierten Balken angebracht 
werden. 
 
Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
d.) Die maximalen Normalspannungen infolge Biegemoment existieren am Verbindungspunkt 
unterer waagrechter Balken mit senkrechtem Balken im waagrechten Balken. 
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e.) Die Zug- und Druckspannungen im senkrechten Balken setzen sich aus 
Normalspannungen infolge Biegemoment und Normalspannungen infolge Normalkraft 
zusammen. Zur Berechnung müssen das Flächenträgheitsmoment 
und die Querschnittsfläche bekannt sein. 

4
33

262979
12

4696

12

50100
mmI y =⋅−⋅=  

2584469650100 mmA =⋅−⋅=  
 
 
 
Zuerst wir die Stelle mit betragsmäßig größter Normalkraft (-4G) und größtem Biegemoment 
(12GL) betrachtet. 
 
Normalspannungen infolge des Biegemomentes: 

( ) zzz
I

LG
z

I

M
z

yy
tBiegemomen 28.2

262979

5001001212 =⋅⋅===σ  

 
Die maximalen Zugspannungen infolge des Biegemoments erhält man mit einem positiven 
großen z-Wert an der Balkenunterseite: 

( )
2,max 572528.225

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenZug =⋅=== σσ  

 
Die maximalen Druckspannungen infolge des Biegemoments erhält man mit einem negativen 
betragsmäßig großen z-Wert an der Oberseite des Balkens: 

( ) ( )
2,max 572528.225

mm

N
ztBiegemomentBiegemomenDruck −=−=−== σσ  

 
Normalspannungen infolge Normalkraft: 

2
4.3

584

50044

mm

N

A

G

A

N
tNormalkraf −=⋅−−=−==σ  

 
Die Überlagerung der Normalspannungen infolge des Biegemoments und Normalkraft ergibt 
die maximalen Normalspannungen in diesem Balkenabschnitt. 

2,maxmax 6.534.357
mm

N
tNormalkraftBiegemomenZugZug =−=+= σσσ  

2,maxmax 4.604.357
mm

N
tNormalkraftBiegemomenDruckDruck −=−−=+= σσσ  

 
Im Balkenbereich mit Normalkraft N = -2G und Biegemoment 6LG wird die positive 
Zugspannung infolge Biegemoment weniger stark durch die Normalspannung infolge 
Normalkraft reduziert. Weil die Normalspannungen infolge des Biegemoments in diesem 
Bereich deutlich kleiner sind als im vorher betrachteten Bereich, resultieren in Summe 
kleinere maximale Zugspannungen. Daher sind die oben ausgerechneten Werte σmaxZug und 
σmaxDruck die Extremwerte im senkrechten Balken. 
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f.) Für die senkrechte Absenkung u des mittleren Punktes des unteren waagrechten Balkens, 
muss an der zu untersuchenden Stelle die Einheitskraft angebracht werden. Man erkennt, dass 
nur der untere waagrechte Balken von dieser „Belastung“ betroffen ist. Daher ergeben sich 
nur in diesem Balken infolge der Einheitskraft innere Kräfte und Momente ungleich null 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ A
M  0148 =⋅− LLFB  

=> 5.0=BF  

:0=∑ yF  01=−+ BAy FF  

=> 5.01 =−= BAy FF  

 
 
 
 
 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u: 

( ) ( )( )

mm

EI

GLLLLGLLLGLLLGLLLLG

EI
u

yy

5.1
26297970000

100500

3

166

3
166

3
4210

6
221022152

3
231

3

3

2

=
⋅
⋅=

=






 ⋅⋅++⋅+++⋅⋅=
 

 
Lösungen Aufgabe 31: 
 
a.)  Die Streckenlasten q1 und q2 werden durch 
die Ersatzkräfte FErsatz1 und FErsatz2 ersetzt. 

NqFErsatz 240002012001200 11 =⋅==  

NqFErsatz 200001020002000 22 =⋅==  

 
Sie greifen 600mm links vom Lager A bzw. 
1000mm oberhalb vom Lager A an. In der 
Realität würde sich die Streckenlast q2 linear 
ändern. An der Wasseroberfläche hätte sie den 
Betrag null und am Lager A den Betrag 20N/mm. 
 
Mit dem Momentengleichgewicht um das Lager 
A können das notwendige Gegengewicht und die 
Lagerkräfte berechnet werden. 

:0=∑ A
M  0100060010001200 21 =−+− ErsatzErsatzDichtung FFFG  

 
=> 
 
 
 
 
 

FB
1

0.5 0.5
x

1

QE

2LME

0.5

x

x

z

-0.5

FAy

FAx

1000

600FErsatz1 = 24000N

FErsatz2 = 20000N

G

FDichtung = 400N
FAy

FAx

x

y

N
FFF

G ErsatzErsatzDichtung 5000
1200

200001000240006004001000

1200

10006001000 21 =⋅+⋅−⋅=
+−
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b.) Für die Berechnung der inneren Kräfte und Momente benötigt man auch die Lagerkräfte 
FAx und FAy. 

:0=∑ xF  02 =− AxErsatz FF   

=> NFF ErsatzAx 200002 ==  

:0=∑ yF  01 =+−+− AyErsatzDichtng FFFG  

=> NFFGF ErsatzDichtungAy 286002400040050001 =+−=+−=  

 
Zerschneidet man die beiden Balken, erhält man das dargestellte Schnittbild: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Innere Kräfte und Momente: 
 
Balken B1: 
 
Intervall 1 (0 <= x <= 200): 

( ) xxQ 205000−−=  

( ) 1
2105000 cxxxM +−−=  

 
Randbedingung M (x = 0) = 0: 
=> 01 =c  
 
Endwert: 

( ) NmmxM 62 104.1200102005000200 ⋅−=⋅−⋅−==  
 
Intervall 2 (200<= x  <= 1200):  

( ) xxQ 204600−−=  

( ) 1
2104600 cxxxM +−−=  

 
Randbedingung M (x = 200) = -1.4.106: 

( ) 1
26 200102004600104.1200 cxM +⋅−⋅−=⋅−==  

=> 800001 −=c  
 
Endwert: 

( ) NmmxM 62 102080000120010120046001200 ⋅−=−⋅−⋅−==  

Q

x

M

x
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x
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Balken B2: 
 

( ) xxQ 1020000−=  

( ) 1
2520000 cxxxM +−=  

 
Randbedingung M (x = 0) = -20.106: 

( ) 1
26 0502000010200 cxM +⋅−⋅=⋅−==  

=> 6
1 1020⋅−=c  

 
 
Flächenträgheitsmoment: 

4
3

666667
12

201000
mmI y =⋅=  

 
Betrag der maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments: 

( ) zzz
I

M
z

y
tBiegemomen 30

666667
1020 6

max −=⋅−==σ  

 
Maximale Zugspannungen für z = -10: 

( ) ( )
2max 300103010

mm

N
ztBiegemomenmentZugBiegemo =−−=−== σσ  

 
Maximale Druckspannungen für z = 10: 

( )
2max 300103010

mm

N
ztBiegemomenmomentDruckBiege −=⋅−=== σσ  

 
c.) Für die Berechnung der waagrechten Verschiebung u des Kraftangriffspunktes von F muss 
diese durch die Einheitskraft ersetzt werden. Am Bauteil sind weiter die Lagerkräfte FAx und 
FAy zu berücksichtigen. Da das Bauteil statisch bestimmt gelagert sein muss, benötigt man 
eine zusätzliche Lagerung. Die Dichtung sorgt dafür, dass der Balkenpunkt, welcher die 
Dichtung berührt, sich nicht vertikal verschiebt. Daher ist bekannt, dass die vertikale 
Verschiebung an diesem Punkt gleich null ist. Daher kann man die Relativverschiebung des 
Kraftangriffspunktes von F bezüglich dieses Punktes angeben. D dieser sich nicht bewegt, ist 
dies gleichzeitig die Absolutverschiebung. Zur Berechnung der Relativverschiebung kann am 
Dichtungspunkt eine senkrechte Lagerung angenommen werden. Daher kann dort die 
fehlende Lagerkraft FDichtung eingezeichnet werden. 

:0=∑ xF  01=+AxF     => 1−=AxF  

:0=∑ A
M  0100012000 =−⋅− DichtungF   => 2−=DichtungF  

:0=∑ yF  0=+ AyDichtung FF    => 2=−= DichtungAy FF  
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Dies ergibt die dargestellten Schnittbilder: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge Einheitskraft: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Da ME im ersten Intervall von Balken B1 gleich null ist, muss das erste Intervall nicht 
berücksichtigt werden. Der Mittelwert M1 des zu berücksichtigen zweiten Intervalls im 
Balken B1 erhält man durch die Integration des Ausgangsmomentes über die Intervalllänge. 
Den Wert des Integrals muss man anschließend durch die Intervalllänge teilen.  
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Analog berechnet man das mittlere Moment M2 im zweiten Balken B2. 

( )

Nmmxxx

dxxxdxxMM

6
2000

0

632

2000

0

62
2000

0

2

1067.61020
3
5

10000
2000

1

1020520000
2000

1

2000

1

⋅−=




 ⋅−−=

⋅−−== ∫∫
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Berechnung der Verschiebung u: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
mm

u

9.141
2

267.62

2

158.52

10
3

2
102.0

1000101000

2
20001067.62000

2
10001058.52000

666667200000
1

66

6

66

=






 ⋅−−+⋅−−

⋅⋅

⋅⋅=








 ⋅⋅−−+⋅⋅−−
⋅

=

 

 
d.) Wenn der Schließmechanismus sich öffnet, verliert er den Kontakt zur Dichtung. Dies 
bedeutet, dass die Kraft FDichtung = 0 sein muss. Mit dem Momentengleichgewicht um A kann 
F ermittelt werden. 

:0=∑ A
M 0100060020001200 21 =−+− ErsatzErsatz FFFG  

=>
2000

10006001200 21 ErsatzErsatz FFG
F

−+=
 

NF 200
2000

2000010002400060050001200 =⋅−⋅+⋅=  
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Lösungen Aufgabe 32: 
 
Geometrie 1: 
 
Setzt man 84F = 84kN bzw. F = 1000N, so 
erhält man die dargestellten Stabkräfte. 
Die Stabkräfte infolge Einheitskraft, die 
am Kraftangriffspunkt senkrecht nach 
unten zeigt, erhält man indem man die 
Stabkräfte infolge der äußeren Belastung 
durch 84F teilt. 
 
Da beim Fachwerk nur Zug- und 
Druckkräfte auftreten, resultiert auch nur 
eine Verschiebung uN infolge dieser 
Normalkräfte. 
 

( ) ( ) ( )

( )

( )
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F

F
F

F
F
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F
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F
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F
F

F
F

F

F
F

F

F

EA

NNL
EAEA

NNL
dx
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i
EiBii

i
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====

 

 
Geometrie 2: 
 
Setzt man 60F = 60kN bzw. F = 1000N, so 
erhält man die dargestellten Stabkräfte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Absenkung uN des Kraftangriffspunktes: 
 
Die Stabkräfte infolge Einheitskraft, die am Kraftangriffspunkt senkrecht nach unten zeigt, 
erhält man indem man die Stabkräfte infolge der äußeren Belastung durch 60F teilt. 
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( )

( ) mm
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Verschiebung u1: 
 
Infolge der Einheitskraft in Richtung der 
Verschiebung u1 ergeben sich die dargestellten 
Stabkräfte. 
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Verschiebung u2: 
 
Infolge der Einheitskraft in Richtung der 
Verschiebung u2 ergeben sich die dargestellten 
Stabkräfte. 
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Lösungen Aufgabe 33: 
 
Geometrie 1: 
 
Das Fachwerk ist statisch überbestimmt. Es 
sind 4 Lagerkräfte und 9 Stabkräfte zu 
bestimmen. Allerdings stehen nur 6 Knoten 
und somit 12 Gleichgewichtsbedingungen zur 
Verfügung. Daher muss zusätzlich die 
Einheitskraftmethode verwendet werden, um 
die fehlende Gleichung zu generieren. Dazu 
wird die Lagerkraft FBx durch die Kraft FB 
ersetzt, die als bekannt vorausgesetzt wird. Alle Größen werden in Anhängigkeit von F und 
FB bestimmt. 

:0=∑ xF  0=+− BAx FF   => BAx FF =  

:0=∑ A
M  063 =+− ByLFLF   => 

2
F

FBy =  

:0=∑ yF  0=−+ FFF ByAy   => 
2
F

FAy =  

 
Stabkräfte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Bestimmung der Kraft FB wird mit Hilfe der Energiemethode die Bestimmungsformel 
zur Berechnung der Verschiebung uB in Richtung der Kraft FB ermittelt. Da infolge der 
Lagerwirkung bekannt ist, dass uB = 0 gilt, resultiert eine Bestimmungsformel für FB.  
 
Stabkräfte infolge Einheitskraft in Richtung der Verschiebung uB: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bestimmungsformel für uB: 

( )
EA

LF
LF

EA
NNL

EA
u B

B
i

EiBiiB

6
132

11
0

9

1

=⋅⋅=== ∑
=

  => 0=BF  

 
Daraus folgt, dass die beiden waagrechten Lagerkräfte gleich null sind. 

FAx

F

FBx = FB

FBy
FAy

x

y

5/8F

3/8F

FB

F

F/2F/2

F/2F

FBFB

3/8F

5/8F
F/2

FB

1 1

x

11
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Für die Berechnung der senkrechten Verschiebung muss am Angriffspunkt der Kraft eine 
senkrechte Kraft vom Betrag eins angebracht werden. Die resultierenden Stabkräfte erhält 
man aus den Stabkräften infolge F, wenn man F gleich eins setzt. Die resultierende 
Verschiebung uN des Kraftangriffspunktes lautet mit FB = 0: 

( )( )

EA

FL

EA

FL

FL
F

L
F

L
F

L
EA

NNL
EA

u
i

EiBiiN

75.104
64
250

64
54

2

14
8
5

8
5

52
8
3

8
3

32
2
1

2
42

1

1 9

1
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Geometrie 2: 
 
Das Fachwerk ist statisch überbestimmt. Es 
sind 4 Lagerkräfte und 9 Stabkräfte zu 
bestimmen. Allerdings stehen nur 6 Knoten 
und somit 12 Gleichgewichtsbedingungen 
zur Verfügung. Daher muss zusätzlich die 
Energiemethode verwendet werden, um die 
fehlende Gleichung zu generieren. Dazu 
wird die Lagerkraft FBx durch die Kraft FB 
ersetzt, die als bekannt vorausgesetzt wird. Alle Größen werden in Anhängigkeit von F und 
FB bestimmt. 

:0=∑ xF  0=+− BAx FF    => BAx FF =  

:0=∑ A
M  0463 =−+− BBy LFLFLF   => BBy FFF

3
2

2
1 +=  

:0=∑ yF  0=+− ByAy FFF    => FFFAy 3
2

2
1 −=  

 
Stabkräfte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Bestimmung der Kraft FB wird mit Hilfe der Energiemethode die Bestimmungsformel 
zur Berechnung der Verschiebung uB in Richtung der Kraft FB ermittelt. Da infolge der 
Lagerwirkung bekannt ist, dass uB = 0 gilt, resultiert eine Bestimmungsformel für FB.  
 
 
 

FBx = FB

FBy

FAx

x

y

F

FAy

FB

F/2-2/3FB

FB

F

5/8F
-5/6FB

FB 0

0F/2-2/3FB

F/2+2/3FB

5/8F
+5/6FB

3/8F-FB/2 3/8F-FB/2

F
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Stabkräfte infolge Einheitskraft in Richtung der Verschiebung uB: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bestimmungsformel für uB: 
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=

FF
EA

L
FF

EA

L

FFFFFFFFF
EA

L

F
FLFFLFFLF

F
LLF

EA

NNL
EA

u

BB

BBBBB

B
BBBB

i
EiBiiB

48
118

36
476

48
5412512564

36
5412512564108

2
3

8
9

36
125

48
125

36
125

48
125

9
16

3
4

3

2
1

28
3

32
6
5

6
5

8
5

5
6
5

6
5

8
5

5
3
2

3
2

2
413

1

1
0

9

1

=> FFB 48
118

36
476 =  => FFFB 952

177
47648
36118 =

⋅
⋅=  

 
Mit der bekannten Lagerkraft FBX = FB können die restlichen Lagerkräfte ermittelt werden. 

FFF BAx 952
177== , FFFF BBy 1428

891
3
2

2
1 =+=  und  FFFFAy 2856

537
3
2

2
1 =−=  

 
Es resultieren die skizzierten Stabkräfte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Stabkräfte infolge der Einheitskraft in Richtung der äußeren kraft erhält man, indem man 
F = 1 setzt. Es resultiert die senkrechte Verschiebung uN des Kraftangriffspunktes. 
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Lösungen Aufgabe 34: 
 
Geometrie 1: 
 
Die Lagerkräfte erhält man mit den Kräfte- und 
Momentengleichgewichten. 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ A
M  02 =+− BLFLF  => FFB 2=  

:0=∑ yF  0=−+− FFF BAy  => FFAy =  

 
Zerlegt man das Bauteil in zwei gerade 
Balken erhält man die skizzierten 
Schnittskräfte und die dargestellten 
inneren Querkräfte und Momente. Da im 
senkrechten Balken nur Normalkräfte 
existieren, diese aber nicht berücksichtigt 
werden sollen, wird kein Schaubild 
aufgezeichnet. 
 
Für die Berechnung der inneren Kräfte 
und Momente infolge Einheitskraft, die 
am Kraftangriffspunkt in senkrechter 
Richtung wirken muss, ist es ausreichend, 
in den Schaubildern F durch 1 zu 

ersetzen. Man erhält die folgende Absenkung u infolge des Biegemoments: 
( )( )

yy EI

FLLLLF

EI
u

3

3
2

3
21 =







 −−=  

 
Geometrie 2: 
  
Die Lagerkräfte erhält man mit den Kräfte- und 
Momentengleichgewichten. Da das Bauteil 
überbestimmt gelagert ist, berechnet man die 
Lagergrößen FAx, FAy und MA in Abhängigkeit von F 
und FB. 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ A
M  02 =++− AB MLFLF   => BA LFLFM −= 2  

:0=∑ yF  0=−+− FFF ByAy    => FFF BAy −=  

 

F

FAx

FAy

FB
x

y

FF

2F

2F

2F

x
z

Q

x

M

x

F

-F -LF

F

FAx

FAy

x

y

FB

MA
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Zerlegt man das Bauteil, ergeben sich die skizzierten Schnittkräfte und im wagrechten Balken 
die dargestellten inneren Querkräfte und Biegemomente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Bestimmung der Kraft FB wird mit Hilfe der 
Energiemethode die Bestimmungsformel zur Berechnung der 
Verschiebung uB in Richtung der Kraft FB ermittelt. Da infolge 
der Lagerwirkung bekannt ist, dass uB = 0 gilt, resultiert eine 
Bestimmungsformel für FB. Die Kraft FB wird gleich eins gesetzt 
und die Lagergrößen am Lager A bestimmt. 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ A
M  01 =−⋅ AML   => LM A =  

:0=∑ yF  01=+− AyF   => 1=AyF  

 
Infolge Einheitskraft erhält man die 
dargestellten Schnittkräften und die 
Querkräfte und Biegemomente im 
waagrechten Balken. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bestimmungsformel für uB: 
( )( )

6
52

6
2211

0
3

2

FF

EI

LLFFLFLL

EI
dxMM

EI
u B

y

B

yL

EB
y

B

−=






 −+−⋅=== ∫  

=> 052 =− FFB   => FFB 2
5=  
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Q
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M
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Mit der Kraft FB = 2.5F ergeben sich die 
dargestellten Verläufe von Querkraft und 
Biegemoment im waagrechten Balken. Die 
Verläufe infolge Einheitskraft am 
Kraftangriffspunkt von F erhält man, wenn man in 
den Schaubildern F durch 1 ersetzt. 
 
Die Absenkung u des Kraftangriffspunktes lautet: 

( ) ( )( ) ( )( )

yyy

yL

EB
y

EI

FL

EI

FL

EI

FL

LLLF
LFLFLFLF

LF
L

EI
dxMM

EI
u

333

2

12
7

12
43

3
1

6
5.1

36

25.05.02
211

=+=






 +=



















−−+







 −+−−⋅
== ∫

 

 
Lösungen Aufgabe 35: 
 
a.) Die Räder und die mittlere Welle müssen frei 
geschnitten werden. Zuerst wird das große Zahnrad 
der hinteren Welle betrachtet. 

:0
1

=∑ xM  0111 =− FRM   => 
1

1
1 R

M
F =  

 
Bilanzen am kleinen Zahnrad der mittleren Welle: 

:0=∑ zF  031 =− FF  

=> N
R

M
FF 1000

50
50000

1

1
13 ====  

:0
3

=∑ xM  0123 =− FRM   

=> NmmM
R

R
FRM 2500050000

50
25

1
1

2
123 ====  

 
Bilanz der Momente an der mittleren Welle: 

:0
3

=∑ xM  043 =+− MM  => NmmM
R

R
MM 250001

1

2
34 ===  

 
Bilanzen am großen Zahnrad der mittleren Welle: 

:0
4

=∑ xM  0214 =+− FRM  => 12
1

2

1

4
2 M

R

R

R

M
F ==  

:0=∑ zF  042 =− FF   => NM
R

R
FF 5001000

50
25

212
1

2
24 ====  

 
Zuletzt wird das kleine Zahnrad der vorderen Welle betrachtet. 

:0
2

=∑ xM  0222 =+− FRM   

Q

x

M

x

F

-1.5F

0.5LF

-LF

M2

x
z

y

M1

F2

F2

F4

M4

M4

F4

F3

M3

M3
F3

F1

F1

R1

R1

R2

R2
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=> ( ) NmmMM
R

R
M

R

R
FRM 12500

4
50000

4
1

2
112

2

2
2

12
1

2
2

222 ======  

 
b.) Die Winkelgeschwindigkeiten ω1, ω2, ω3 und ω4 geben die Winkel- 
bzw. Drehgeschwindigkeit der einzelnen Zahnräder an, wobei ω3 = ω4 
gilt. Sind ni mit i = 1,..,4 die entsprechenden Umdrehungszahlen der 
einzelnen Zahnräder. Als Kontaktbedingung zwischen den einzelnen 
Zahnrädern gilt, dass sie in Umfangsrichtung die gleichlangen 
Strecken zurücklegen müssen. Aus dem Kontakt zwischen dem 
Zahnrad 1 an der hinteren Welle und dem kleinen Zahnrad 3 an der 
mittleren Welle folgt somit: 

2311 22 RnRn ππ =  => 11
2

1
3 2nn

R

R
n ==  => 14 2nn =  

 
Analog gilt an der Kontaktfläche des großen Zahnrads 4 der mittleren 
Welle und dem Zahnrad 2 der vorderen Welle 

1422 22 RnRn ππ =  => 114
2

1
2 422 nnn

R

R
n =⋅==  

 
c.) Für die Spannungsberechnung muss nur noch die mittlere Welle betrachtet werden. Aus 
den Berechnungen von a.) folgt M3 = M4 = 25000Nmm, F3 = 1000N und F4 = 500N. 

:0=∑ AyM  0435001000 =+⋅−− BLFLL

  
=> NFB 625=  

:0=∑ zF  05001000 =−++− BA FF   

=> NFA 875=  
 
Innere Querkraft und Biegemoment: 
 
 
 
 
 
 
 
Mit dem maximalen Moment Mmax = 43750Nmm ermittelt man die maximalen 
Normalspannungen infolge des Biegemoments. 

233
max

4

max
max

max
max 7.55

20
437503232

2
64

mm

N

D

MD

D

M
z

I

M

y

=⋅====
πππσ  

 
d.) Wird in der Mitte zwischen den beiden 
Zahnrädern ein zusätzliches Lager angebracht, muss 
dies durch eine weitere Lagerkraft FC berücksichtigt 
werden. Diese Kraft FC wird als bekannt 
vorausgesetzt und alles in Abhängigkeit von ihr 
berechnet. 

ωωωω1

ωωωω4

ωωωω2

M1

M2

ωωωω3

25000Nmm

1000N

25000Nmm

500N

FA

FBx
z

y

x

Q

x

M875N

-125N
-625N
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31250Nmm
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1000N

25000Nmm

500N
FA

FBx
z

y

FC
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:0=∑ AyM  04350021000 =+⋅−+− BC LFLLFL  

=> 
2

625 C
B

F
NF −=  

:0=∑ zF  05001000 =−+−+− BCA FFF   

=> 
2

875 C
A

F
NF −=  

 
Innere Querkraft und Biegemoment: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Kraft FC mit der Energiemethode werden die Kräfte F3 und F4 von der 
Welle entfernt und die Kraft FC durch die Einheitskraft ersetzt. Die innere Querkraft und das 
innere Biegemoment in Abhängigkeit von der Einheitskraft werden berechnet. 

:0=∑ AyM  0412 =+⋅− BLFL  => 5.0=BF  

:0=∑ zF  01 =−+− BA FF  => 5.0=AF  

 
 
 
Innere Querkraft und Biegemoment infolge der 
Einheitskraft: 
 
 
 
 
 
 
Unter der Voraussetzung uC = 0 kann über die Bestimmungsformel von uC die Kraft FC 
bestimmt werden. 

x

Q

x
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-125N-FC/2
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y

1

x x

ME
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( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )

( )C
y

CCCC
y

CCC

CCC

y

L

EB
y

C

F
EI

FFFF
EI

FFF

FFF

EI

dxMM
EI

u

10000001031250000
6

1

625007812500043750039062500043750045312500062500109375000
6

1

3
25253125050

6
25250253125025502503750050

6
50225503750050252254375050

3
252543750501

1
0

4

−=

−+−+−+−=




−⋅+⋅+−++⋅−+

⋅+−++⋅−+


 −⋅=

== ∫

=> 010000001031250000 =− CF   => NFC 25.1031
1000000

1031250000==  

Setzt man die gefundene Kraft FC ein, so erhält man den skizzierten Verlauf des inneren 
Biegemoments. Das maximale Moment beträgt Mmax,C = 17969Nmm. Da die Spannungen 
proportional zum Biegemoment sind, kann die Spannungsreduktion über die Verhältnisse der 
Momente mit und ohne Lagerkraft FC berechnet werden. 

2max
max

max,
max, 9.227.55

43750
17969

mm

N

M

M C
C === σσ  

 
Dies ergibt eine prozentuelle Spannungsreduktion ∆σ: 

%9.58%100
7.55
8.32

%100
7.55

9.227.55
max,max ==−=−=∆ Cσσσ  

 
Bei den Verschiebungen macht sich das Hinzufügen des zusätzlichen Lagers noch stärker 
bemerkbar! 
 
 
Lösungen Aufgabe 36: 
 
a.) Der Balken, die Kette 
und die beiden Rollen 
müssen frei geschnitten 
werden. Die Bilanzen an 
den beiden Rollen 
ergeben, dass an beiden 
Rollen nur Kräfte vom 
Betrag G wirksam sind. 

 
Die 
diagonale Kettenkraft FK muss in ihre Komponenten zerlegt werden. 

KKKx FF
L

L
F 8.0

25.1
==  und  KKKy FF

L

L
F 6.0

25.1
75.0 ==  

 
Das Bauteil ist überbestimmt gelagert. Das bedeutet, die Kraft FK wird bei der 
Lagerberechnung und bei der Ermittlung der inneren Kräfte und Momente als bekannt 

x

M 17969Nmm
5469Nmm

-14062Nmm

FAx

FAy

x

y

G

GG

G

G

G

G

G G

G G

G
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MA
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FKy

L

0.75L

1.25L
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vorausgesetzt und anschließend mit der Energiemethode und der Bedingung, dass die 
Verschiebung uK am Kettenanbindungspunkt gleich null sein muss, berechnet. 

:0=∑ xF  08.0 =−=−+− KAxKxAx FFGGFF     

=> KAx FF 8.0=  

:0=∑ yF  026.02 =−+=−+ GFFGFF KAyKyAy    

=> KAy FGF 6.02 −=  

:0=∑ A
M  036.02 =−+=−−+ LGLFMLGLGLFM KAKyA   

=> KA LFLGM 6.03 −=  
 
In der Kette wirkt die positive Normalkraft N = FK. 
 
 
 
Die innere Querkraft und das Biegemoment sind dargestellt, die Normalkraft im Balken muss 
nicht berücksichtigt werden: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Kraft FK muss am Kettenanbindungspunkt eine Einheitskraft in 
Kettenrichtung angebracht werden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

:0=∑ xF  018.0 =⋅−AxF     => 8.0=AxF  

:0=∑ yF  016.0 =⋅+− AyF     => 6.0=AyF  

:0=∑ A
M  018.075.016.0 =⋅+−=⋅+− LMLM AA  => LM A 6.0=  
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In der Kette wirkt die positive Kettenkraft eins, die innere Querkraft und das Biegemoment 
infolge Einheitskraft im Balken lauten: 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung mittels Energiemethode und dem Ansatz uK = 0 muss die Biegesteifigkeit 
des Balkens und die Zugsteifigkeit der Kette berücksichtigt werden. 
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2

3333

25.12

+−=++−=

++−=++−=

⋅⋅+






 −+−⋅=

+== ∫∫

 

=> 035.07.0 =+− KFG   => GGFK 2
35.0
7.0 ==  

 
Entsprechend nehmen die Lagergrößen und das innere 
Biegemoment die notierten Werte an. 

GFF KAx 6.18.0 ==  und GFGF KAy 8.06.02 =−=  

LGLFLGM KA 8.16.03 =−=  
 
b.) Für die Berechnung der Absenkung des rechten Endes des Balkens muss dort eine 
Einheitskraft angebracht werden und das resultierende 
Biegemoment im Balken und die resultierende 
Normalkraft in der Kette bestimmt werden. Das Bauteil 
ist wieder überbestimmt gelagert, daher muss vorab FKE 
ermittelt werden 

:0=∑ xF  08.0 =−=− KEAxKExAx FFFF   

=> KEAx FF 8.0=  

:0=∑ yF  016.01 =−+−=−+− KEAyKEyAy FFFF  

=> 16.0 −= KEAy FF  

:0=∑ A
M  026.012 =−+=⋅−+ LLFMLLFM KEAKEyA  

=> KEA LFLM 6.02 −=  
 
Die innere Querkraft und das innere Biegemoment infolge der Einheitskraft am rechten Ende 
des Balkens und der noch unbekannten Kettenkraft FKE sind im Folgenden dargestellt. In der 
Kette wirkt die Normalkraft FKE. 
 
 

x

QE

x

ME 0.6L

-0.6

x

M

-1.8LG
-LG

1
FAx

FAy

MA
x

y

FKE
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Für die Berechnung der Kettenkraft FKE infolge der Einheitskraft muss das Schaubild MEE 
und das Schaubild ME aus Teilaufgabe a.) verwendet werden. Ebenso die entsprechenden 
Normalkräfte in der Kette. Es wird die Energiemethode zusammen mit der Bedingung, dass 
am Kettenanbindungspunkt die Verschiebung uKE gleich null sein muss, angewendet. 

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )KE
y

KE
y

KE
y

KE
y

KE
y

KEKE
y

KE
KE

y

L

EEE

L

EEE
y

KE

F
EI

L
FL

EI
FLL

EI

LF

L

I
E

FLL
EI

LF
EA

FLL
EI

LF
EA

LLFLLL

EI

dxNN
EA

dxMM
EI

u

35.05.023.0
1

12.05.0
1

25.1

23

125
1

12.05.0
1

25.1
1

12.05.0
1

25.11
1

6
6.0226.01

11
0

3
333

2

3333

25.12

+−=++−=

++−=++−=

⋅⋅+






 −+−⋅=

+== ∫∫

  

=> 035.05.0 =+− KEF   => 
7

10
35.0
5.0 ==KEF  

 
Die Kettenkraft infolge der Einheitskraft am rechten Ende beträgt FKE = 10/7. Für die 
senkrechte Absenkung  u des rechten Endes des Balkens müssen die Normalkraft N = 2G 
infolge der Belastung durch das Gewicht G und die Normalkraft NEE = 10/7 infolge der 
Einheitskraft am rechten Ende des Balkens und die dargestellten Schaubilder für die 
Biegemomente im Balken ausgewertet werden. Das Schaubild M resultiert aus der Belastung 
mit dem Gewicht G, das Schaubild MEE erhält man durch die Einheitskraft am rechten Ende 
des Balkens. 
 
 
 
 
 
 

x

QEE

x

MEE

0.8FKE

0.6FKE-1

2L-0.6LFKE

1

0.6FKE0.8FKE

x
z

1

-0.6FKE+1 -2L+0.6LFKE
-L

x

MEE

-8/7L
-L

x

M
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( )( )

yyyyyy

yyy

y

L

EEB

L

EEB
y

EI

GL
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GL

EI

GL

EI

GL
GL

EIEI

GL

LG

L

I
E

EI

GL
LG

EAEI

GL

LG
EA

LLLG
LLLGLLLGL

EI

dxNN
EA

dxMM
EI

u

3333
3

3

2

33

25.12

5.2
210
525

635
623

542
54.77

35
23

42
4.77

7
20

23.0
1

42
4.77

7
20

25.1

23

125
1

42
4.77

7
20

25.1
1

3
1

42
4.63

25.1
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2

1
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Könnte das Lager A kein Moment aufbringen, wäre die Absenkung u = 4.5GL³/E/Iy. 
 
Lösungen Aufgabe 37 (Kurzfassung): 
 
a.) Das notwendige Motormoment MMotor beträgt: 

NmMMotor 160=  

 
b.) Mit F = 0.25M1/R = 200N ergeben sich die folgenden inneren Kräfte und Momente im 
grauen Balken: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c.) Der Flächeninhalt A und das Flächenträgheitsmoment Iy betragen: 

HsA
2

7=  und  sHI y
3

147

77=  

In der Balkenmitte findet man die größte Normalkraft und auch das größte Biegemoment. 
Daher sind dort die maximalen Normalspannungen.  
 
Normalspannungen infolge Normalkraft bei x = 3L: 

FLz = 23F

x

Q

N

6F
6F6F

6F 24F 12F
12F

x

x

M

FRz = 25F

FLx = 0

xz

-12F-6F

23F 17F 11F -13F -25F

23LF 40LF 51LF
25LF
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2
7.0

5100

200

7

24

7

24

2
7
12

mm

N

Hs

F

Hs

F

A

N
tNormalkraf −==

⋅
−=−=−==σ  

 
Normalspannungen infolge Biegemoment bei x = 3L: 

( ) z
sH

LF
z

sH

LF
z

I

M
z

y
tBiegemomen 3

3 77

7599

149
77
51 ===σ  

 
Maximale Zugspannungen infolge des Biegemoments: 

2223
6.225

5100

2001000

539

30396

539

30396

7

4

77

7599

7

4

mm

N

sH

LF
H

sH

LF
HztBiegemomenZug =

⋅
⋅===







 == σσ  

 
Maximale Druckspannungen infolge des Biegemoments: 

2223
2.169

5100

2001000

539

22797

539

22797

7

3

77

7599

7

3

mm

N

sH

LF
H

sH

LF
HztBiegemomenZug −=

⋅
⋅−=−=







−=






 −== σσ

 
Maximale Normalspannung: 

2max 9.2247.06.225
mm

N
tNormalkrafZug =−=+= σσσ  

 
d.) Innere Kräfte und Momente bei statisch überbestimmter Lagerung: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Das maximale Moment findet man am linken Lager. Normalspannungen infolge 
Biegemoment bei x = 0: 

FLz = 2185/72F

x

Q

N

6F
6F6F

6F 24F 12F
12F

x

x

M

FLx = 0

xz

-12F-6F

2185/72F

-3174/72LF
-989/72LF

764/72LF 2085/72LF

ML = 529/12LF

1271/72F

1753/72F 1321/72F

-407/72F

-1271/72F

1271/72LF
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( ) z
sH

LF
z

sH

LF
z

sH

LF
z

I

M
z

y
tBiegemomen 33

3 2772

236463

5544

472926

149
77
72

3174

−=−=
−

==σ  

 
Maximale Zugspannungen infolge des Biegemoments: 

223
2.146

5100

2001000

19404

709389

7

3

2772

236463

7

3

mm

N
H

sH

LF
HztBiegemomenZug =

⋅
⋅=







−−=






 −== σσ  

 
Maximale Druckspannungen infolge des Biegemoments: 

223
0.195

5100

2001000

19404

945852

7

4

2772

236463

7

4

mm

N
H

sH

LF
HztBiegemomenDruck −=

⋅
⋅−=−=







 == σσ  

 
Lösungen Aufgabe 38 (Kurzfassung): 
 
a.) Die Federkraft FFeder und die Fußkraft FFuss betragen: 

NCxFFeder 9001090 =⋅==   und   N
F

F Feder
Fuss 100

9

900

9
===  

 
Schnittbild des grauen Rahmens: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FFeder

2/3FFeder

2/9FFeder

2/3FFeder

1/3FFeder

1/27FFeder 2/27FFeder

1/3FFeder

1/3FFeder

1/3FFeder

2/3FFeder

1/3LFFeder

1/3LFFeder

1/3LFFeder

1/3LFFeder

B1
B2

B3

x
z

x
z

x

z

B4
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Innere Kräfte und Momente in den Teilbalken des grauen Rahmens: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b.) Im Balken B1 existieren Normalspannungen infolge Normalkraft und Biegemoment. Da 
aber ihre Einzelbeträge immer halb so groß sind wie die Maximalbeträge im Balken B4 und 
B2, erreicht die Summe auch kein absolutes Maximum. Im Balken ist das maximale 
Biegemoment kleiner wie im Balken B2. Daher trifft man in der Mitte des Balkens B2 die 
maximalen Normalspannungen an. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
c.) Der Punkt A geht um uA = 0.4mm nach oben. 
 
d.) Innere Kräfte und Momente im oberen, schrägen 
Hebel: 
 
Es ist zu berücksichtigen, dass der linke Teil die 
Länge 2.5L und der rechte Teil die Länge 1.25L 
besitzt. 
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Lösungen Aufgabe 39: 
 
a.) Die feste Einspannung wird durch die 
Lagerkräfte und Lagermomente FAx FAy, FAz, 
MAx, MAy und MAz ersetzt. Die Seilkraft FS muss 
bestimmt werden und in Komponenten zerlegt 
werden. Das Momentengleichgewicht um die x-
Achse an der Rolle mit dem Radius R ergibt: 

:0=∑ AxM  010 =+− SRFR   

=> kNFS 10=  

 

25.1
75.0=

S

Sy

F

F
 =>  kNFSy 6=  

25.1
1=

S

Sz

F

F
 =>  kNFSz 8=  

 
Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben die Lagerkräfte und Lagermomente. 

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ yF  0=+− SyAy FF   => kNFF SyAy 6==  

:0=∑ zF  010=++− SzAz FF   => kNFF SzAz 1810=+=  

:0=∑ AxM  0=AxM  

:0=∑ AyM  01033 =⋅−− SzAy FM  => kNmFM SzAy 541033 =⋅+=  

:0=∑ AzM  03 =+− SyAz FM   => kNmFM SyAz 183 ==  

 
Innere Kräfte und 
Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Für die Berechnung der Flächenträgheitsmomente Iy und Iz 
wird die Querschnittsfläche durch ein Quadrat weniger zwei 
identische Rechtecke ersetzt. Das Deviationsmoment Iyz ist 
gleich null. 

mmI y
6

33

1099.40
12
18095

2
12

200200 ⋅=⋅−⋅=  

mmI z
62

33

1035.13951805.522
12

95180
2

12
200200 ⋅=⋅⋅⋅−⋅−⋅=  

 

10kN
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Die aus den mittigen, maximalen Momenten und den Flächenträgheitsmomenten 
resultierenden Normalspannungen infolge der Biegemomente lauten: 

( ) zyzyz
I

M
y

I

M
zy

y

y

z

z 317.1348.1
1099.40

1054
1035.13

1018
, 6

6

6

6

−−=
⋅

⋅−
⋅

⋅−=+−=σ

 
 
Für die Bestimmung der Lage der neutralen Faser wird die 
Normalspannungsfunktion σ (y,z) gleich null gesetzt. 

( ) 0317.1348.1, =−−= zyzyσ  => yyz 024.1
317.1
348.1 −=−=  

 
Man erkennt, dass die beiden Eckpunkte C und D den maximalen 
Abstand von der neutralen Faser besitzen. Dadurch existieren in diesen Punkten auch die 
maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments. Am Punkt C sind die maximalen 
Zugspannungen, bei D die maximalen Druckspannungen. 

( ) ( ) ( )
²

5.266100317.1100348.1100,100
mm

N
zyC =−⋅−−⋅−=−=−== σσ  

( )
²

5.266100317.1100348.1100,100
mm

N
zyD −=⋅−⋅−==== σσ  

 
Der Normalspannungsverlauf am Lager 
(x = 0) lässt sich wie skizziert darstellen, 
durch den Flächenmittelpunkt verläuft 
die gestrichelte neutrale Faser: 
 
 
 
 
 
 
 
 
b.) Für die Berechnung der Verschiebung w des rechten Endes des Balkens in z-Richtung, 
wird die Rolle und die an ihr angreifenden Kräfte durch eine Einheitskraft in z-Richtung 

ersetzt. Die sechs Gleichgewichte ergeben 
FAx = FAy = 0, MAx = MAz = 0, FAz = 1 und 
MAy = 3m. 
 
Innere Kräfte und Momente infolge 
Einheitskraft: 

 
 
 
 
 
 
 
 

Die Verschiebung w wird mit der 

z

y

neutrale
Faser

C

D

z

y

266.5N/mm²

x

|-266.5N/mm²|

|-3.1N/mm²|

3.1N/mm²

-131.7N/mm²

131.7N/mm²

1

x

z
y

FAz

FAy

MAy

MAz

MAx

FAx

x

QzE 1

x

MyE

-3m
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Energiemethode bestimmt. 

( )( )
mmdx

EI

MM
w

L y

yEy 76.19
3

300030001054
1099.40200000

1 6

6 =






 ⋅−⋅−
⋅⋅

== ∫  

 
Für die Berechnung der Verschiebung v des rechten Endes des Balkens in y-Richtung, wird 
die Rolle und die an ihr angreifenden Kräfte durch eine Einheitskraft in y-Richtung ersetzt. 

Die sechs Gleichgewichte ergeben FAx = FAz = 
0, MAx = MAy = 0, FAy = 1 und MAz = 3m. 
 
Innere Kräfte und Momente infolge 
Einheitskraft: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Die Verschiebung v wird mit der Energiemethode bestimmt. 

mmdx
EI

MM
v

L z

zEz 22.20
3

300030001018
1035.13200000

1 6

6 =






 ⋅⋅⋅
⋅⋅

== ∫  

 
Mit den Verschiebungen in y- und z-Richtung erhält man die Gesamtverschiebung f. 

mmvwf 27.2822 =+=  
 
Lösungen Aufgabe 40: 
 
Die Lager werden durch die Lagerkräfte ersetzt. 

:0=∑ AyM  0164 =⋅−BzF  => kNFBz 5.1=  

:0=∑ zF  01=+− BzAz FF  => kNFAz 5.0=  

:0=∑ AzM  0421 =+⋅− ByF  => kNFBy 1=  

:0=∑ yF  02 =+− ByAy FF  => kNFAy 1=  

:0=∑ xF  0=AxF  

:0=∑ AxM  keine Kräfte erzeugen ein Moment um die x-Achse 

 
Innere Kräfte und 
Momente: 
 
 
 
 
 
 
 

1

x

z
y

FAz

FAy

MAy

MAz

MAx

FAx

x

QyE 1

x

MzE 3m

1kN

2kN

x
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z
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FBy
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FAx

x

Qz

x

My

1kN

-2kNm

x
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x

Mz

1kN

2kNm
-0.5kN -1kN
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Die Schaubilder zeigen, dass die inneren Biegemomente an unterschiedlichen x-Positionen 
ihre Maxima besitzen. Daher müssen beide Positionen x = 2m und x = 4m untersucht werden. 
 
x = 2m: 
 
An der Position x =2m beträgt My = -1kNm und Mz = 2kNm. Die beiden 
Flächenträgheitsmomente lassen sich in Abhängigkeit vom zu bestimmenden Radius R 
angeben. 

4

4
RII zy

π==  

 
Verwendet man die Formel  

( ) z
I

M
y

I

M
zy

y

y

z

z +−=,σ  

 
zur Berechnung der maximalen Normalspannungen an der Kreisaußenseite, muss man 
berücksichtigen, dass y und z nicht unabhängig voneinander sind, sondern die Bedingung  

222 Rzy =+  
 
erfüllen müssen. Da beim Kreisprofil das Flächenträgheitsmoment unabhängig vom 
Koordinatensystem ist, ist es beim Kreisprofil sinnvoll, aus den beiden Einzelmomenten ein 
Gesamtmoment zu berechnen. Anschließend wird ein neues y’z’-Koordinatensystem gewählt, 
bezüglich welchem das Gesamtmoment nur eine Komponente um die y’-Achse besitzt. 
Dadurch hat man die schiefe Biegung in eine symmetrische Biegung überführt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Im y’z’-Koordinatensystem lautet die Bestimmungsgleichung zur Berechnung der 
Normalspannungen infolge Biegemoment: 

( ) z
I

M
z

y

y ′=′
′

′σ  

  
Dabei gilt Iy’ = Iy und My’ = Mges. Sucht man die maximalen Spannungen, wählt man die 
Maximalwerte z’max = ±R. Da für die Bestimmung des Radius nur der Spannungsbetrag von 
Bedeutung ist, benötigt man nur z’max = R.  

( )
34

max

44
R

M
R

R

M
R

I

M
Rz gesges

y

ges

ππσσ ====′=
′

    => mm
M

R ges 50.22
250

4

10236.2

4

3

6

3

max

=⋅== πσπ  

 
 

My = -1kNm

z

y

Mz = 2kNm Mges = 2.236kNm

z‘

y‘

Mges = 2.236kNm
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Der Spannungsverlauf lässt sich wie dargestellt skizzieren. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x = 4m: 
 
An der Position x =4m beträgt My = -2kNm und Mz = 0. Da nur ein Moment ungleich null ist, 
reduziert sich die Aufgabe zu einer symmetrischen Biegung.  

( ) z
I

M
z

I

M
y

I

M
zy

y

y

y

y

z

z =+−=,σ  

 
Für die Dimensionierung des Radius wird nur de positive Betrag des Moment My verwendet. 

( )
34

max

44
R

M
R

R

M
R

I

M
Rz

yy

y

y

ππσσ =====
′

    => mm
M

R
y

68.21
250

4

102

4

3

6

3

max

=⋅== πσπ  

 
Dies ergibt den dargestellten Spannungsverlauf. Dabei ist zu beachten, dass infolge des 
negativen Momentes My ein negativer z-Wert verwendet werden muss, um positive 
Normalspannungen zu erhalten. Dadurch sind an der Oberseite die maximalen 
Zugspannungen und an der Unterseite die maximalen Druckspannungen zu finden. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Der für die Welle entscheidende Radius ist bei x = 2m der größere Radius R = 22.50mm. Da 
sich an den einzelnen Querschnitten nur das Gesamtmoment ändert, sind die maximalen 
Spannungen am Ort des maximalen Gesamtmoments. Dadurch ist es ausreichend, den Ort des 
maximalen Gesamtmoments zu bestimmen und aus den dortigen Werten den Wellenradius zu 
bestimmen. 
 
 
 
 
 
 
 
 

z‘

y

z
y‘

x = x‘

250N/mm²

|-250N/mm²|
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z

x

250N/mm²

|-250N/mm²|
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Lösungen Aufgabe 41: 

 
a.) Die Rolle muss wie dargestellt frei geschnitten werden. Der 
Haftreibungskoeffizient µ0 kann durch die beiden Kräfte F1 und F2 
an der große Rolle mit der Riemenreibung bestimmt werden. 

πµ0
21 eFF =  => 3

3

2

10 ===
F

F

F

F
e πµ  => 

π
µ 3ln

0 =  

 
b.) F1 und F3 erzeugen um die Parallele zur x-Achse durch den 
Rollenmittelpunkt O ein positives, F2 und F4 ein negatives Moment. 

Dass das Momentengleichgewicht um die x-Achse erfüllt werden kann, muss F4 > F3 sein. An 
der kleinen Rolle liefert somit die Riemenreibung: 

πµ0
34 eFF =  

 
Der Ausdruck wird in das Momentengleichgewicht um eine Parallele zur x-Achse durch den 
Rollenmittelpunkt O eingesetzt. 

:0=∑ OxM  ( ) ( ) 01 0
3221142322111 =−+−=−+− πµeFRFFRFRFRFRFR  

=> ( ) ( ) 21311
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c.) Die Kräfte F5x und F5y folgen au den Kräftegleichgewichten an der Rolle. 

:0=∑ yF  03 5521 =−+=−+ yy FFFFFF   => FF y 35 =  

:0=∑ zF  ( ) 04231 53533543
0 =−⋅=−+=−+=−+ zzzz FFFFFeFFFFF πµ   

=> FF z 35 =  

 
Die Kräfte F5x und F5y wirken entgegengesetzt auf 
den Balken. Der Abstand zwischen 
Rollenmittelpunkt 0 und dem Flächenmittelpunkt 
des Balkens kann vernachlässigt werden, da der 
Abstand Torsionsmomente im Balken verursacht, 
die nicht betrachtet werden sollen. Daher wird auch 
das Lagermoment MAx nicht berücksichtigt. 

:0=∑ yF  05 =+− yAy FF  => FFF yAy 45 ==  

:0=∑ zF  05 =+− zAz FF  => FFF zAz 85 ==  

:0=∑ AyM  02 5 =− zAy LFM  => LFLFM zAy 162 5 ==  

:0=∑ AzM  02 5 =+− yAz LFM  => LFLFM yAz 82 5 ==  

 
Innere Kräfte und 
Biegemomente: 
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d.) Das Bauteil wird mit zwei Momenten belastet. Daher müssen beide 
Flächenträgheitsmomente Iy und Iz berechnet werden. Da dass Profil weder symmetrisch zur 
y-Achse noch zur z-Achse ist, muss zusätzlich das Deviationsmoment Iyz berechnet werden. 

Vorab wird zuerst die Lage des Flächenmittelpunktes bestimmt. Dazu 
wird im Kreuzungspunkt der beiden dünnwandigen Teilflächen ein 
Bezugskoordinatensystem y’z’ gewählt. 
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⋅=′  

 
Mit dem bekannten Flächenmittelpunkt können die Flächenträgheitsmomente Iy und Iz und 
das Deviationsmoment Iyz. Die Koordinaten bei den Steinerschen Anteilen sind immer im 
y’z’-Koordinatensystem angegeben. 
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Für die Berechnung der Ersatzmomente muss der k-Wert bekannt sein. 
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Für die Dimensionierung des Balkens müssen die maximalen Normalspannungen ausgewertet 
werden. Da beide Biegemomente an der Einspannung maximal sind, befinden sich dort auch 
die maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments. Das bedeutet die 
Ersatzmomente werden mit den Beträgen der Momente an der Einspannung ermittelt. 
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Die resultierende Spannungsverteilung lautet: 

( ) ( )yz
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Für die Bestimmung der neutralen Faser muss die Spannungsfunktion σ(y,z) gleich null 
gesetzt werden. 

( ) ( ) 023
13
12

,
3

=+−= yz
sH

LF
zyσ  => 023 =+ yz   

=> yz
3
2−=  

 
e.) Die betragsmäßig größten Spannungen sind an dem Punkt 
des Profils, welcher den größten Abstand von der neutralen 
Faser besitzt. Dies ist einer der drei Punkte B, C oder D. Es 
wird nicht deren Abstand von der neutralen Faser, sondern der Spannungswert an diesen 
Punkten bestimmt. 
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Am Punkt D sind die betragsmäßig größten Normalspannungen. Sie werden zur 
Dimensionierung der Wandstärke verwendet. 
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Mit der bekannten Wandstärke können die Spannungen an den punkten B, C und D ermittelt 
werden. 
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f.) Für die Berechnung der Verschiebungen v in 
y-Richtung und w in z-Richtung des rechten 
Endes des Balkens mit der Energiemethode 
benötigt man den Verlauf der Ersatzmomente über der Balkenlänge. Da die beiden 
Ausgangsmomente My und Mz Dreiecksverläufe besitzen, die an der gleichen Position ihr 
Maximum einnehmen, die Berechnung der Ersatzmomente eine Linearkombination von 
beiden ist, haben die Ersatzmoment auch einen Dreiecksverlauf mit den bei d.) berechneten 
Maximums. 
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Für die Berechnung der Verschiebung v in y-Richtung muss am Ende des Balkens eine 
Einheitskraft in y-Richtung angebracht werden und das resultierende innere Biegemoment 
infolge der Einheitskraft bestimmt werden.  

:0=∑ yF  01=+− AyF   => 1=AyF  

:0=∑ AzM  013 =⋅+− LM Az  => LM Az 3=  

 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft in 
y-Richtung: 

 
 
 
 
 

Die Verschiebung v resultiert aus der Energiemethode. Der Verlauf des Ersatzmomentes um 
die z-Achse und der Verlauf des Moments MzE muss zusammen mit dem 
Flächenträgheitsmoment Iz in die Energiemethode eingesetzt werden. 
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Für die Berechnung der Verschiebung w in z-Richtung muss am Ende des Balkens eine 
Einheitskraft in z-Richtung angebracht werden und das 
resultierende innere Biegemoment infolge der 
Einheitskraft bestimmt werden.  

:0=∑ zF  01=+− AzF   => 1=AzF  

:0=∑ AzM  013 =⋅− LM Ay  => LM Ay 3=  

 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft in 
z-Richtung: 

 
 
 
 
 
 

Der Verlauf des Ersatzmomentes um die y-Achse und der Verlauf des Moments MyE muss 
zusammen mit dem Flächenträgheitsmoment Iy in die Energiemethode eingesetzt werden. 
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Lösungen Aufgabe 42: 

 
a.) Alle drei Flügel sind gleich belastet, 
daher wird nur der senkrecht stehende 
betrachtet. Dreht man diesen in die globale 
yz-Ebene bzw. xz-Ebene erkennt man dass 
die Kräfte Fu in die globale y-Richtung und 
Fx entgegen der globalen x-Richtung 
wirken. Die Befestigung des Blattes an der 
Wurzel stellt eine feste Einspannung dar. 
Wählt man ein blattspezifisches 

Koordinatensystem können die Lagerkräfte an der Blattwurzel berechnet werden.  

:0=∑ WyM  05.9 =− uWy FM  

=> NmFM uWy 133000140005.910 =⋅==  

:0=∑ WzM  05.9 =− xWz FM  

=> NmFM xWy 380000400005.910 =⋅==  

 
Resultierende Innere Kräfte und Momente im 
Blatt: 
  
 
 
 
 
 
 
 
Der Wurzelquerschnitt ist quadratisch. Für die Flächenträgheitsmomente gilt Iy = Iz = H4/12. 
Das Deviationsmoment ist gleich null. Die Formel für die Spannungsberechnung mit den 
Momenten Maximalwerten Mymax = -380000Nm und Wzmax = -133000Nm lautet: 
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1212
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Den maximalen positiven Spannungsbetrag σmax erhält man für y = H/2 und z = -H/2. 
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=> ( ) ( ) mmMMH yz 5361013300010380000
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σ

 

 
b.) Mit der Höhe H sind alle Größen der Formel zur Spannungsberechnung bekannt. 
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Die Koordinaten der 4 Eckpunkte A, B, C und D werden in die Funktion zur 
Spannungsberechnung eingesetzt. 

2
6.9

2

536
0552.0

2

536
0193.0

2
,

2

mm

N

H
z

H
yA

−=

−=






 === σσ
 

2
20

2

536
0552.0

2

536
0193.0

2
,

2

mm

N

H
z

H
yB

=








−−=






 −=== σσ

 

2
6.9

2

536
0552.0

2

536
0193.0

2
,

2

mm

N

H
z

H
yC

=








−−






−=






 −=−== σσ

2
20

2

536
0552.0

2

536
0193.0

2
,

2 mm

NH
z

H
yD −=−







−=






 =−== σσ  

 
c.) Für die Bestimmung der Kräfte von den Blättern auf den Turm werden Rotor und Turm 
frei geschnitten. An den Rotorblättern sind die dargestellten Kräfte einzuzeichnen. Um die 
Übersicht zu Erhöhen wird der Rotor in die yz-Ebene und in die xz-Ebene projiziert. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Für die Bilanz der Kräfte und Momente muss 
die Kraft Fu an den unteren beiden Blättern in 
Komponenten zerlegt werden. Da die unteren 
beiden Blätter symmetrisch zur z-Achse 
stehen, gilt die Zerlegung für beide Blätter. 
Zusätzlich muss der Hebelarm L ermittelt 
werden. 
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°= 30sin
u

uy

F

F
 => uuy FF

2
1=  und  °= 60cos

10
L

 => mL 510
2
1 ==  

:0=∑ xF  02 =+−− Lxxx FFF    => NFF xLx 1200003 ==  

:0=∑ yF  0
22

==++−−=++−− LyLyu
uu

Lyuuyuy FFF
FF

FFFF    

:0=∑ zF  0==++− LzLzUzUz FFFF    

:0=∑ LxM  0103 =⋅− uLx FM    => NmFM uLx 42000030 ==  

:0=∑ LyM  02510210 ==⋅−−=⋅−− LyxLyxxLy MFFMFLFM  

:0=∑ LzM  0==−+ LzxxLz MBFBFM  

 
Die am Rotor berechneten Größen ungleich null werden auf den Turm übertragen. Der Turm 
wird in einem turmspezifischen Koordinatensystem dargestellt. Die globale x-Richtung 
entspricht der negativen lokalen z-Richtung, die globale y-Richtung zeigt in die negative 
lokale y-Richtung und die globale z-Richtung geht in die lokale negative x-Achse über. Um 
eine Verwechslung zu vermeiden, wird die Kraft FLx zu Ft=120000N und das Moment MLx zu 
M t = 420000Nm umbenannt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

:0=∑ zF  0=+− tAz FF   => NFF tAz 120000==  

:0=∑ AyM  050 =− tAy FM  => NmFM tAy 60000001200005050 =⋅==  

:0=∑ AyM  0=+− tAz MM  => NmMM tAz 420000==  

 
Innere Kräfte 
und Momente 
im Turm: 
 
 
 
 
 
 
 
Beim kreisrunden können die beiden Momente vektoriell addiert werden. Das maximale 
Gesamtmoment erhält man am Fußpunkt des Turms. 
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( ) NmmNmMMM zyges
9222

max
2

max 1001.660146824200006000000 ⋅==+−=+=  

 
Die identischen Flächenträgheitsmomente Iy = Iz werden bestimmt. 

( ) ( ) 4114444 1004.514501500
44

mmRRII iazy ⋅=−=−== ππ
 

 
An der Außenseite (Ra = 1500mm) des Turmfußes erhält man die maximalen 
Normalspannungen. 

211

9

max 89.171500
1004.5
1001.6

mm

N
R

I

M
a

y

ges =
⋅
⋅==σ  

 
d.) Um die Verschiebung u in negativer, globaler x-Richtung zu bestimmen, wird an der 
Turmspitze in lokaler z-Richtung eine Einheitskraft aufgebracht. 

:0=∑ zF  01=+− AzF   => 1=AzF  

:0=∑ AyM  0150 =⋅−AyM  => mM Ay 50=  

 
 
 
 

 
Innere Kräfte und Momente infolge Einheitskraft in lokaler z-Richtung: 
 
 
 
 
 
 
Für die Verschiebung u müssen das Flächenträgheitsmoment Iy, die Momente My und MyE in 
die Energiemethode eingesetzt werden. 
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Um die Verschiebung v in negativer, globaler y-Richtung zu bestimmen, wird an der 
Turmspitze in lokaler y-Richtung eine Einheitskraft aufgebracht. 

:0=∑ yF  01=+− AyF   => 1=AyF  

:0=∑ AzM  0150 =⋅+− AzM  => mM Az 50=  

 
 
 
 

Innere Kräfte und Momente infolge Einheitskraft in lokaler y-Richtung: 
 
 
 
 
 

z
x

1

FAz

MAy

x

MyE

x

QzE 1

-50m

y

x

1

FAy

MAz

x

MzE

x

QyE 1 50m



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 106 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
Für die Verschiebung v müssen das Flächenträgheitsmoment Iz, die Momente Mz und MzE in 
die Energiemethode eingesetzt werden. 

mmdxMM
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v zEz
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2

50000105010420000
1004.5200000

11 33

11
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Der Turm neigt sich um 49.60mm in negativer, globaler x-Richtung (Windrichtung) und um 
5.21mm in negativer, globaler y-Richtung. 
 
e.) Für die Bestimmung von Ort und Betrag der maximalen Normalspannungen infolge des 
Biegemoments um die lokale y-Achse des Turmes wird das Moment My und der Radius Rm in 
Abhängigkeit von der lokalen x-Koordinate dargestellt. 
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Die Ansätze werden in die Berechnungsformel für die Normalspannung eingesetzt. In 
Abhängigkeit von x soll die jeweilige maximale Normalspannung σmax ermittelt werden. 
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An der x-Position mit der maximalen Normalspannung ist die Ableitung der selbigen gleich 
null. 
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In der Balkenmitte sind die maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments My. 
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Zum Vergleich die Spannungen am Turmfuß und an der Turmspitze. 
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f.) Als Moment muss das jeweilige Gesamtmoment Mges verwendet werden. 
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Im nachfolgenden Diagramm sind die Normalspannungen ohne und mit Berücksichtigung des 
Biegemomentes Mz über der Turmhöhe dargestellt. Mit dem Biegemoment Mz verschiebt sich 
das Maximum auf die ungefähre Position x = 26022mm. 
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Lösungen Aufgabe 43: 
 
Auf das Bauteil wirken Kräfte in y- und z-Richtung. Daher resultieren 
innere Biegemomente um die y- und z-Achse. Dies bedeutet, dass zur 
Normalspannungsberechnung beide Flächenträgheitsmomente Iy und Iz 
bekannt sein müssen. Das Profil ist symmetrisch zur y-Achse, daher ist 
das Deviationsmoment Iyz = 0. Das Gesamtprofil wird in zwei 
Rechtecke eingeteilt, wobei das zweite vom ersten Abzuziehen ist. Für 
die Berechnung des benötigten Gesamtflächenmittelpunkts wird das 
y’z’-Koordinatensystem eingeführt. 

( ) ( )
72.24

1688418090
16884481809045

2

1

2

1 −=
⋅−⋅

⋅⋅−−⋅⋅−=
′

=′
∑

∑

=

=

i
i

i
isi

s

A

Ay
y  

90
1688418090

16884901809090
2

1

2

1 =
⋅−⋅

⋅⋅−⋅⋅=
′

=′
∑

∑

=

=

i
i

i
isi

s

A

Az
z  

 
Mit dem bekannten Flächenmittelpunkt können die Flächenträgheitsmomente bestimmt 
werden. 

46
33

10549.1010548576
12
16884

12
18090

mmI y ⋅==⋅−⋅=  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
46

2
3

2
3

106517.11651737

1688472.2448
12

84168
1809072.2445

12
90180

mm

I z

⋅==

⋅⋅−−−−⋅−⋅⋅−−−+⋅=
 

 
Der Balken wird frei geschnitten und die dargestellten 
Schnittkräfte eingezeichnet. Die Kräfte F1 = 20kN und 
F2 = 15kN zeigen weder in y- noch in z-Richtung und 
müssen daher in ihre Komponenten zerlegt werden. 
Das für beide Kräfte identische Kräftedreieck ergibt: 

kNFF y 18.515sin2015sin11 =°=°=  

kNFF z 32.1915cos2015cos11 =°=°=  

kNFF y 88.315sin1515sin22 =°=°=  

kNFF z 49.1415cos1515cos22 =°=°=  
 

Mit den Gleichgewichtsbedingungen erhält man die Lagerkräfte, wobei berücksichtigt wird, 
dass in x-Richtung keine Kräfte und um die x-Achse keine Momente wirksam sind. 

:0=∑ AyM  05.435.1 21 =+−− Bzzz FFF   => kNFBz 10.16=  

:0=∑ zF  021 =−++− BzzzAz FFFF   => kNFAz 71.17=  

:0=∑ AzM  05.435.1 21 =−+ Byyy FFF   => kNFBy 31.4=  

:0=∑ yF  021 =−++− ByyyAy FFFF   => kNFAy 75.4=  
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Innere Kräfte und Momente: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mit den beiden Flächenträgheitsmomenten Iy und Iz und den inneren Biegemomenten My und 
Mz kann die Formel zur Bestimmung der Normalspannungen gebildet werden. Da die 
Maximalspannungen gesucht werden, werden die maximalen Biegemomente Mymax und Mzmax 
beim Angriffspunkt der Kraft F1 verwendet. 

( ) zyzyz
I

M
y

I

M
zy

y

y

z

z 52.232.4
10549.10
1057.26

106517.1
1013.7

,
6

6

6

6
maxmax +=

⋅
⋅+

⋅
⋅−−=+−=σ  

 
Die Funktion der neutralen Faser erhält man, wenn man die Spannungsfunktion gleich null 
setzt. 

052.232.4 =+ zy  => yz 71.1−=  
 
Die Spannungsfunktion wird an den vier äußeren Eckpunkten A, B, C und D ausgewertet, um 
den maximalen Spannungsbetrag und den Verlauf der Spannungen im Querschnitt zu 
erhalten. 

( )
2

59.3339052.272.2432.490,72.24
mm

N
zyA =⋅+⋅==== σσ  

( ) ( )
2

01.1209052.272.2432.490,72.24
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N
zyB −=−⋅+⋅=−=== σσ  

( ) ( ) ( )
2
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mm

N
zyC −=−⋅+−⋅=−=−== σσ  

( ) ( )
2
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N
zyD −=⋅+−⋅==−== σσ  
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Lösungen Aufgabe 44: 
 
Der I-Träger ist symmetrisch zu seiner waagrechten Mittellinie. Dadurch 
ist die Lage des Gesamtflächenmittelpunktes bekannt, der auf dieser 
Mittellinie liegt. Für die Berechnung von Querschnittsfläche A und 
Flächenträgheitsmoment Iy wird der Träger in drei Teilflächen zerlegt. 
Dabei wird berücksichtigt, dass er für die Betrachtung der Schubspannung 
infolge Querkraft als dünnwandig betrachtet werden muss.  

29606046602 mmA =⋅+⋅⋅=  

4
3

2 720000
12
604

660302 mmI y =⋅+⋅⋅⋅=  

 
Vergleicht man diese Werte mit den exakten Werten für die Querschnittfläche und das 
Flächenträgheitsmoment Aexakt = 936mm² und Iyexakt = 702648mm4 erkennt man Unterschiede. 
Allerdings gilt die Berechnungsmethode für die Schubspannung infolge Querkraft nur für 
dünnwandige Profile. Dadurch ist die Differenz zu akzeptieren.  
 
An den Punkten A, B, C und D wird das statische Moment bestimmt. 
 
A: Am Punkt A befindet sich eine Quelle des Schubflusses bzw. ein Profilanfang. Somit ist 
dort das statischen SyA = 0. 
 
B: Für das statische Moment am Punkt B muss die Fläche betrachtet 
werden, die vom Schubfluss der am Punkt B vorbeikommt durchströmt 
wird. Das ist der Schubfluss, der von der Quelle A bis zum Punkt B strömt. 
Somit muss die Fläche A1* betrachtet werden, deren Schwerpunkt den 
Abstand zs1* = 30 in z-Richtung vom Gesamtflächenmittelpunkt besitzt.  

3
*11 540030630 mmzAS syB =⋅⋅== ∗  

 
C: Für das statische Moment am Punkt C muss die Fläche betrachtet 
werden, die vom Schubfluss der am Punkt C vorbeikommt durchströmt 
wird. Das ist der Schubfluss, der von den Quellen A und der am rechten 
Profilende bis zum Punkt C strömt. Am Punkt C vereinigen sich beide 
Schubflüsse. Daher muss die Fläche A2* betrachtet werden, deren 
Schwerpunkt den Abstand zs2* = 30 in z-Richtung vom 
Gesamtflächenmittelpunkt besitzt.  

3
*22 1080030660 mmzAS syC =⋅⋅== ∗  

 
D: Für das statische Moment am Punkt D muss die Fläche betrachtet 
werden, die vom Schubfluss der am Punkt D vorbeikommt durchströmt 
wird. Das ist der Schubfluss, der von den Quellen A und der am rechten 
Profilende bis zum Punkt D strömt. Am Punkt C vereinigen sich beide 
Schubflüsse und strömen gemeinsam zum Punkt D. Somit müssen die 
Fläche A2* und A3* betrachtet werden, deren Schwerpunkt den Abstand 
zs2* = 30 bzw. zs3* = 15 in z-Richtung vom Gesamtflächenmittelpunkt 
besitzt.  

3
*33*22 126001530410800 mmzAzAS ssyD =⋅⋅+=+= ∗∗  
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Für die Bestimmung der Schweißnahtdicke am Punkt D muss das statische Moment an 
diesem Punkt berücksichtigt werden. Für den Schubfluss am Punkt D gilt: 

mm

N
S

I

Q
q yD

y
D 17512600

720000

10000 ===  

 
Ebenso gilt für den Schubfluss qD mit der Schweißnahtdicke sD in der 
Schweißnaht: 

DD sq maxτ=  => mm
q

s D
D 75.1

100
175

max

===
τ

 

 
Die Schweißnahtdicke am Punkt C erhält man mit dem statischen Moment SyC. 

mm

N
S

I

Q
q yC

y
C 15010800

720000

10000 ===  

 
Damit errechnet man die Schweißnahtdicke sC am Punkt C: 

CC sq maxτ=  => mm
q

s C
C 5.1

100
150

max

===
τ

 

 
Die verbleibende Schweißnahtdicke der beiden Nähte der dritten Geometrie ist wegen der 
Symmetrie identisch. Sie erhält man mit dem statischen Moment SyB. 

mm

N
S

I

Q
q yB

y
B 755400

720000

10000 ===  

 
Damit errechnet man die Schweißnahtdicke sB am Punkt B bzw. an beiden 
Nahtstellen: 

BB sq maxτ=  => mm
q

s B
B 75.0

100
75

max

===
τ

 

 
Für den Verlauf der Schubspannungen und des Schubflusses im I-Träger müssen wieder die 
Schubspannungen an den Punkten B, C und D bestimmt werden. Sie werden mit den lokalen 
Wandstärken sB = 6, sC = 4 und sD = 4 des I-Trägers aus den lokalen Schubflüssen berechnet. 
In den waagrechten Flanschen ändert sich der Schubfluss linear, im senkrechten Steg 
quadratisch. 

25.12
6
75

mm

N

s

q

B

B
B ===τ  

2
5.37

4
150

mm

N

s

q

C

C
C ===τ  

275.43
4

175
mm

N

s

q

D

D
D ===τ  

Die roten Pfeile in der Skizze 
markieren die Fließrichtung 
des Schubflusses von seinen 
Quellen zu seinen Senken. 
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Schubfluss q: Schubspannung ττττ:
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Lösungen Aufgabe 45: 

 
a.) Das Gesamtprofil muss als dünnwandig betrachtet werden. 
Es wird in die dargestellten Teilflächen und die 
Querschnittsfläche A und das Flächenträgheitsmoment Iy 
berechnet.  

2330013010101002 mmA =⋅+⋅⋅=  

47
3

2 1003.13.10280833
12

13010
10100652 mmI y ⋅==⋅+⋅⋅⋅=  

 
Die maximale Schubspannung 
infolge Querkraft wird auf der Höhe 
des Flächenmittelpunktes auftreten. 
Zur Berechnung der maximal 

zulässigen Querkraft wird an diesem Punkt B das statische 
Moment SyB berechnet. 

3
*22*11 861255.3265106510100 mmzAzAS ssyB =⋅⋅+⋅⋅=+= ∗∗  

 
Aus der Bestimmungsformel für die Schubspannung kann die 
maximal zulässige Querkraft ermittelt werden. 

yB
y

S
sI

Qmax
max =τ  => NsI

S
Q y

yB

4783101003.1
86125´

4 7max
max =⋅⋅== τ

 

 
Das Profil ist symmetrisch zur y-Achse. Daher sind die Stifte an 
Ober- und Unterseite gleich stark belastet. Es muss nur die 
Oberseite betrachtet werden. Für die Bestimmung des Abstandes 
der Verbindungsstifte wird am Punkt C das statische Moment SyC 
und der Schubfluss qC bestimmt. Durch die Verbindungsstifte muss 
der gesamte Schubfluss des waagrechten Flansches abgeleitet 
werden. Daher muss für die Berechnung des statischen Moments 
SyC die gesamte Fläche des oberen waagrechten Flansches 
berücksichtigt werden. 

3
*11 650006510100 mmzAS syC =⋅⋅== ∗  

mm

N
S

I

Q
q yC

y
C 18.3065000

1003.1

4783
7

max =
⋅

==  

 
Der berechnete Schubfluss qC = 30.18N/mm gibt an, dass pro mm Balkenlänge eine Kraft von 
30.18N in den Verbindungsstiften übertragen werden muss. Für die Ermittlung der Anzahl der 
Stifte pro mm wird die Kraft FV berechnet, die ein Verbindungsstift mit der 
Querschnittsfläche AV übertragen kann. 

NRAF VV 43.28273100 22
maxmax =⋅⋅=== ππττ  

 
Ist xC die Anzahl der Nieten pro mm, so kann dieses aus dem Schubfluss qC und der Kraft FV 
berechnet werden. 

mmF

q
x

V

C
C

1
1067.10

43.2827

18.30 3−⋅===  
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Der minimale Abstand LC der Stifte ist der Kehrwert von xC. 

mm
x

L
C

C 72.93
1067.10

11
3

=
⋅

== −  

 
Man benötigt pro Millimeter 10.67.10-3 Stifte, somit die tausendfache Anzahl n = 10.67 pro 
Meter. Teilt man die Länge eines Meters durch die Anzahl der benötigten Stifte erhält man 
ebenso den minimalen Stiftabstand LC. 

mm
n

LC 72.93
67.10

10001000 ===  

 
b.) Reduziert man die untere Flanschbreite B2 von 100mm auf 60mm, dann wird der 
Gesamtflächenmittelpunkt nach oben verschoben. Die maximale Schubspannung infolge 

Querkraft ist immer auf der Höhe des 
Gesamtflächenmittelpunktes. Das 
Spannungsmaximum verschiebt sich daher auch 
nach oben. Dies bedeutet, dass die Lage des 
Gesamtflächenmittelpunktes, die Querschnittsfläche 
A und das Flächenträgheitsmoment Iy neu berechnet 
werden muss. Für die Bestimmung des 
Gesamtflächenmittelpunktes wird ein 
Bezugskoordinatensystem z’ eingeführt. Bezüglich 
dieses Koordinatensystems werden die 
Flächenmittelpunkte der Teilflächen angegeben. 

2
1 100010100 mmA =⋅= , 01 =′sz ,  

2
2 130013010 mmA =⋅= , mmzs 652 =′  

2
3 6001060 mmA =⋅= , mmzs 1303 =′   => 2

321 2900mmAAAA =++=  

mmAz
A

z
i

isis 56
2900

600130130065100001 3

1

=⋅+⋅+⋅=′=′ ∑
=

 

( ) ( ) ( ) 4622
3

2 1036.86005613013005665
12

13010
1000560 mmI y ⋅=⋅−+⋅−+⋅+⋅−=  

 
Analog zur Aufgabe a.) wird das statische Moment SyB am Gesamtflächenmittelpunkt B 
berechnet, wobei sich die Teilfläche A2* und die beiden Abstände zs1* und zs2* reduzieren. 

3
*22*11 716802856105610100 mmzAzAS ssyB =⋅⋅+⋅⋅=+= ∗∗  

 
Aus der Bestimmungsformel für die Schubspannung kann die maximal zulässige Querkraft 
ermittelt werden. 

yB
y

S
sI

Qmax
max =τ    => NsI

S
Q y

yB

4665101036.8
71680

4 6max
max =⋅⋅== τ

 

 
Da das Profil nicht mehr symmetrisch zur y-Achse ist, resultiert an 
den Punkten C und D ein unterschiedlicher Schubfluss und nach 
unterschiedliche Verbindungsstiftabstände. 

3
*11 560005610100 mmzAS syC =⋅⋅== ∗  

mm

N
S

I

Q
q yC

y
C 25.3156000
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4665
6

max =
⋅

==  
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( ) 3
*33 44400561301060 mmzAS syD =−⋅⋅== ∗  

mm

N
S

I

Q
q yD

y
D 78.2444400

1036.8

4665
6

max =
⋅

==  

 
Sind xC und xD die Anzahl der Nieten pro mm, so können diese aus den Schubflüssen qC, qD  
und der Kraft FV berechnet werden. 

mmF

q
x

V

C
C

1
1005.11

43.2827

25.31 3−⋅===  und 
mmF

q
x

V

D
D

1
1076.8

43.2827

78.24 3−⋅===  

 
Der minimale Abstand L der Stifte ist der Kehrwert von x. 

mm
x

L
C

C 50.90
1005.11

11
3

=
⋅

== −   und  mm
x

L
D

D 10.114
1076.8

11
3

=
⋅

== −  

 
Für den Verlauf des Schubflusses muss der Schubfluss qE, bevor er sich am Punkt C vereint, 
angegeben werden. Da die durchströmte Fläche des von links kommenden und des von rechts 
kommenden Schubfluss gleich groß sind, müssen auch die Schubflüsse gleich sein. Gleiches 
gilt für den Schubfluss qF nach der Verzweigungsstelle D. 

mm

Nq
q C

E 63.15
2

25.31

2
===   und   

mm

Nq
q D

F 39.12
2

78.24

2
===  

 
Für den Schubfluss am Gesamtflächenmittelpunkt gilt: 

mm

N
S

I

Q
q yB

y
B 0.4071680

1036.8

4665
6

max =
⋅

==  

 
Da die Wandstärke s = 10mm im gesamten Profil konstant ist, erhält man die 
Schubspannungen infolge Querkraft, indem man den Schubfluss durch die Wandstärke teilt. 

 
 
 
 
 
 
 

z

y

z

qC = 31.25N/mm

qD = 24.78N/mm

qF = 12.39N/mm

qE = 15.63N/mm

qB = 40.0N/mm

z

y

z

ττττC = 3.13N/mm²

ττττD = 2.48N/mm²

ττττF = 1.24N/mm²

ττττE = 1.56N/mm²

ττττB = 4.0N/mm²

Schubfluss q: Schubspannung ττττ:



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 115 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
Lösungen Aufgabe 46: 

 
Die Ersatzkraft für die Streckenbelastung FErsatz greift in 
der Bauteilmitte an. 

kNFErsatz 240460 =⋅=  

 
Die resultierenden Lagerkräfte, innere Kräfte und 
Momente sind nebenstehend angegeben. 

:0=∑ AyM  042 =+− BErsatz FF  => kNFB 120=  

:0=∑ zF  0=−+− BErsatzA FFF  => kNFA 120=  

  
 
 
 
 

 
Das Profil muss als dünnwandig betrachtet werden. 
Man erhält die Querschnittsfläche A und das 
Flächenträgheitsmoment Iy. 

299841288121402142002 mmA =⋅+⋅⋅+⋅⋅=  

47
322

1084.4
12

1288
12140

2

128
214200

2

154
2 mmI y ⋅==⋅+⋅⋅







⋅+⋅⋅






⋅=  

 
An allen vier Schweißstellen existiert der gleiche Schubfluss. 
Daher sind alle gleich belastet und benötigen die gleiche 
Schweißnahtdicke. Für deren Bestimmung wird für die obere 
linke Naht der lokale Schubfluss qS berechnet. Die Schweißnaht 
soll über der gesamten Balkenlänge konstant sein. Für die 
Dimensionierung muss daher die betragsmäßig größte Querkraft 
Qmax = 120kN verwendet werden. Bei der Berechnung des 
statischen Moments SyS müssen alle Flächen berücksichtigt 
werden, die vom Schubfluss qS, der die Naht quert, durchströmt 
werden. Mit den roten Pfeilen ist die Fließrichtung des 

Schubflusses gekennzeichnet. 
3

*11 107800
2

154
14100 mmzAS syS =⋅⋅== ∗  

mm

N
S

I

Q
q yS

y
S 27.267107800

1084.4

120000
7

max =
⋅

==  

 
Für die Schweißnahtdicke sS gilt: 

S

S

s

q=maxτ  => mm
q

s S
S 78.1

150

27.267

max

===
τ

 

 
Am Querschnitt I beträgt die Querkraft null. Somit ist die Schubspannung infolge Querkraft 
am gesamten Querschnitt auch gleich null und muss nicht betrachtet werden. Für die 
Normalspannungen infolge des Biegemoments wird die Normalspannungsfunktion 
aufgestellt. 

FA

Q 120kN

-120kN
x

M
120kNm

x

60kN/m

FBz x

FErsatz

8
30 30140

12 14

140
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( ) zzz
I

M
z

y

I
I 48.2

1084.4

10120
7

6

=
⋅
⋅==σ  

 
Setzt man die z-Koordinaten der Punkte A, B, C und D ein, so erhält man die jeweiligen 
Normalspannungen infolge Biegemoments. 

( )
2

1917748.2
4

154

mm

N
zIA −=−=
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Am Querschnitt II beträgt die Querkraft -120kN. Für die Bestimmung der Schubspannung 
infolge Querkraft an den Punkten A, B, C und D wird an diesen Punkten das statische 
Moment bestimmt. Da der Punkt A eine Quelle des Schubflusses darstellt, erkennt man sofort, 
dass dort das statische Moment SyA = 0 und somit auch τA = 0 sein muss. Für das statische 
Moment SyB muss die Fläche berücksichtigt werden, die vom Schubfluss durchströmt wird, 
der den Punkt B quert. Der Schubfluss strömt von unten nach oben, da die Querkraft negativ 
ist. Dies macht sich in der resultierenden negativen Schubspannung bemerkbar. 
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Am Punkt B hat das Profil die Wandstärke sB = 12mm. 
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Für das statische Moment SyC muss die Fläche berücksichtigt werden, die vom Schubfluss 
durchströmt wird, der den Punkt C quert. Aus der Symmetrie erkennt man, dass diese Fläche 
doppelt so groß wie die bei der Berechnung von SyB ist. 
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Der Punkt C befindet sich am oberen Ende des senkrechten 
Stegs. Das Profil hat die Wandstärke sC = 8mm. 
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Für das statische Moment am Punkt D muss die obere Hälfte 
berücksichtigt werden. Der Schubfluss strömt von unten nach 
oben. Wieder erkennt man dies an der negativen 
resultierenden Schubspannung. 
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Am Punkt D beträgt die Wandstärke sD = 8mm. 
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Für die Schubspannung auf Höhe der Schweißnaht kann der Schubfluss qS durch die lokale 
Wandstärke sS* = 14mm des Profils geteilt werden. Da bei der Dimensionierung der 
Schweißnaht nur der Betrag der Querkraft berücksichtigt wurde, wird jetzt dem Schubfluss qS 
ein negatives Vorzeichen vorangestellt, um die Orientierung zu berücksichtigen. 

2
*

, 09.19
14

27.267

mm

N

s

q

S

S
SII −=−=−=τ  

 
In der folgenden Skizze werden nur die Beträge der Schubflüsse und Schubspannungen 
eingezeichnet. Die Wirkrichtung folgt dem Schubfluss, der von unten nach oben strömt und 
dessen Fließrichtung durch die roten Pfeile dargestellt wird. Die Beträge sind symmetrisch zur 
y- und z-Achse. 

 
Das innere Biegemoment ist am Querschnitt II gleich null. Somit sind auch die 
Normalspannungen infolge des Biegemoments gleich null. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

z

qB = 400N/mmqC = 801N/mm

qS = 268N/mm

qD = 842N/mm

y

z

ττττB = 33N/mm²
ττττC = 100N/mm²

ττττS = 19N/mm²

ττττD = 105N/mm²

Schubfluss q II: Schubspannung ττττII:
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Lösungen Aufgabe 47: 
 
An der Welle wirken um die Stabachse (x-Achse) nur die drei Momente M1, M2 und M3. 

:0=∑ xM  025.1325.4321 =−−=−− kNmkNmkNmMMM  

 
Dies ergibt folgenden Verlauf des Torsionsmoments. 

 
Das Torsionsflächenträgheitsmoment beträgt: 

47444 1097.4150
32322

mmDRI p ⋅==== πππ
 

 
Dies ergibt im Abschnitt zwischen Zahnrad 1 
und 2 die folgenden Schubspannungen: 
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Die betragsmäßig größten Schubspannung ergeben sich zu: 
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Da das Moment negativ ist, sind die Spannungen auch 
negativ. Im Abschnitt zwischen Zahnrad 2 und 3 lauten die 
Schubspannungen: 
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Die betragsmäßig maximalen Schubspannungen sind: 
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Wieder existieren infolge des negativen inneren Moments negative Schubspannungen. 
 
Zahnrad 2 hat gegenüber Zahnrad 1 die Verdrehung 
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Zahnrad 3 hat gegenüber Zahnrad 2 die Verdrehung 
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Die Gesamtverdrehung ϕges zwischen Zahnrad 1 und 3 erhält man aus 

333
21 1038.11031.01007.1 −−− ⋅−=⋅−⋅−=+= ϕϕϕges  

 
Dies entspricht einem Winkel von 0.08°. 
 

Mt x

-M1 = -4.25kNm
-M1+M2 = -1.25kNm

L L

M1 M2 M3

xz

x

z

6.4N/mm²
6.4N/mm²

6.4N/mm²
6.4N/mm²

x

z

1.9N/mm²
1.9N/mm²

1.9N/mm²
1.9N/mm²
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Lösungen Aufgabe 48: 
 
Die Für das dünnwandige, geschlossene Profil unter Torsionsbelastung gilt: 
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2
=τ  => 

s

M
A t

m τ2
=  

 
Die Fläche Am kann zur Bestimmung von a in sechs 
gleichschenkliche Dreiecke zerlegt werden. Der 
Flächeninhalt eines Dreiecks berechnet sich gemäß: 
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Für τ ist die zulässige Schubspannung τzul einzusetzen. 
 
Lösungen Aufgabe 49: 
 
Geschlossenes Profil:  
 
Das Torsionsflächenträgheitsmoment It und das Torsionswiderstandsmoment Wt für das 
geschlossene Profil mit variabler Wandstärke muss berechnet werden. 

( )

( )

( )
sa

s

a
a

s

a
a

s

a

s

a

s

a

s

a
a

s

U
A

us

du
A

I

i i

i

mm
t

3
442

4

1

22

3

4

3

4

1
2

1
1

2

1
4

22

422 ==







 +++
=

+++
===

∑∫
=

 

sasAW mt
2

min 22 ==  

 
Das zulässige Torsionsmoment Mt,zul und die zulässige Verdrehung ϕzul resultieren aus: 
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Der zulässige Winkel beträgt 0.21°. 
 
Offenes Profil:  
 
Das Torsionsflächenträgheitsmoment It und das Torsionswiderstandsmoment Wt für das 
offene Profil mit variabler Wandstärke muss berechnet werden. 
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Das zulässige Torsionsmoment Mt,zul und die zulässige Verdrehung ϕzul resultieren aus den 
gleichen Berechnungsformeln wie beim geschlossenen Profil: 
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Der zulässige Winkel beträgt 7.16°. 
 
Lösungen Aufgabe 50: 
 
Durch die exzentrische Belastung des Balkens tritt neben der Biegung auch Torsion auf. 
Beide können getrennt betrachtet werden und anschließend superpositioniert (addiert) werden. 
 
Flächenträgheitsmoment und Torsionsflächenträgheitsmoment: 
 
Für die Berechnung der Biegespannung (Normalspannungen infolge  des Biegemoments) 
wird vorab das Flächenträgheitsmoment Iy berechnet. Das Profil hat unterschiedliche 
Wandstärken. Daher liegt der Schwerpunkt nicht in der geometrischen Mitte. Der 
Schwerpunkt berechnet sich von der Oberkante durch 
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Bezüglich des Flächenschwerpunkts ergibt sich für das 
dünnwandige Profil folgendes Flächenträgheitsmoment Iy: 
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Für die Berechnung der Torsionsspannungen (Schubspannungen infolge Torsionsmoments) 
benötigt man das Torsionswiderstandsmoment Wt. Man erhält es beim geschlossenen Profil 
aus: 
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Innere Kräfte und Momente: 

 
Die Wirkung der Kraft F auf das Bauteil muss für 
die Berechnung durch die Kraft F und durch ein 
positives Moment aF dargestellt werden. Dabei ist a 
der Hebelarm der Kraft F in Bezug zum 
Flächenmittelpunkt. Die Kraft versucht das Bauteil 
positiv um die x-Achse zu drehen, daher ist das zu 
verwendende Moment auch positiv. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Normalspannungen infolge Biegemoment und Schubspannungen infolge Torsionsmoment: 
 
Die betragsmäßig größten Normalspannungen σmax infolge des Biegemoments erhält man für 
den betragsmäßig größten möglichen z-Abstand, zmax = 5/8a: 

2
3

max
max

max 152
24037

3000150

37

150

8

5

24

37
10

mm

N

as

F
a

sa

aF
z

I

M

y

−=
⋅⋅

⋅−=−=−==σ  

 
Man erhält an der Profilunterseite mit z = +5/8a die maximalen 
Druckspannungen.  
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N
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Für die maximalen Zugspannungen an der Oberseite muss man z = - 3/8a verwenden.  
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Die maximale Schubspannung τTorsion 

infolge Torsionsmoment erhält man mit:  
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Die Schubspannung ist bereichsweise 
konstant. Da an der Oberseite die doppelte 
Wandstärke vorhanden ist, halbiert sich 
dort die Schubspannung. Die Pfeile geben 
die positive Wirkrichtung der Schubspannung an. 
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Lösungen Aufgabe 51: 
 
Da die Berührflächen der Zähne geneigt sind, wirken zwischen den Zähnen nicht nur Kräfte 
in Umfangsrichtung, sondern auch in radialer Richtung. Die Kräfte FA und FB stehen 
senkrecht auf den Berührflächen. Daraus ergeben sich die dargestellten Kräfte in 
Umfangsrichtung und in radialer Richtung, die aus der Zerlegung der Kontaktkräfte FA und 
FB resultieren. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

αtan=
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Ay

F

F
 => AzAzAy FFF 75.0tan == α  

αtan=
By

Bz

F

F
 => ByByBz FFF 75.0tan == α  

 
Für die Berechnung der an der Welle 
angreifenden Kräfte und Momente wird 
die Gesamtzerlegung der Getriebestufe 
dargestellt. 
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Betrachtung der unteren rechten kleinen Rolle, A ist deren Mittelpunkt: 

:0=∑ AxM  01 =+− AzA FRM  => N
R

M
F A

Az 600
25

15000

1

===  

=> NFF AzAy 45075.0 ==  

 
Analyse der großen Rolle an der mittleren Welle: 

:0
1

=∑ xM  021 =+− AzFRM  => NmmFRM Az 300006005021 =⋅==  

:0=∑ yF  01 =− Ayy FF   => NFF Ayy 4501 ==  

:0=∑ zF  01 =+− Azz FF  => NFF Azz 6001 ==  

 
Betrachtung der Welle: 

:0
1

=∑ xM  021 =− MM   => NmmMM 3000012 ==  

 
Die verbleibenden fehlenden Kräfte der Wellen können noch nicht ermittelt werden. 
 
Analyse der großen Rolle an der mittleren Welle: 
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=> NFF ByBz 90075.0 ==  

:0=∑ yF  02 =− Byy FF   => NFF Byy 12002 ==  

:0=∑ zF  02 =+− Bzz FF  => NFF Bzz 9002 ==  

 
Damit sind bis auf die Lagerkräfte alle Kräfte und Momente bekannt, die an der zu 
untersuchenden Welle angreifen. Für die Lagerkraftberechnung werden die Lager durch die 

entsprechenden Kräfte ersetzt. Da keine Kräfte 
außerhalb der Lager in x-Richtung wirken, 
werden auch keine Lagerkräfte FCx und FDx 
eingezeichnet. 
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Innere Kräfte und Momente in der Welle: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Da sich beide Maximalbiegemomente Mymax =40000Nmm und Mzmax = 47500Nmm an der 
gleichen Position x = 2L befinden, sind auch an dieser Position die maximalen 
Normalspannungen infolge Biegemoment. Für die Berechnung dieser maximalen 
Normalspannungen kann bei kreisrunden Profilen das Gesamtmoment verwendet werden. 

NmmMMM zyges 620994750040000 222
max

2
max =+=+=  

 
Für die Spannungsberechnung benötigt man das Flächenträgheitsmoment Iy und das 
Torsionsflächenträgheitsmoment It. 
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Betrag der maximalen Normalspannungen σmax infolge des Biegemoments: 
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Betrag der maximalen Schubspannungen τmax infolge des Torsionsmoments: 
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Maximale Vergleichsspannung σv mach Mises: 

2
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2
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N
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Lösungen Aufgabe 52: 
 
Für die Berechnung der Lagerkräfte werden der Balken und der Hebel frei geschnitten. Die 
notwendigen Schnittkräfte sind in der Skizze dargestellt. Es sind nur die Lagerkräfte ungleich 
null eingezeichnet. 
 
 
 
 

x

Qy

x

Mz

x

Qz

x

My

700N

47500Nmm

x

Mt

35000Nmm

100N

-800N

40000Nmm

-700N -250N

950N

35000Nmm

-30000Nmm



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 125 
Übungen Technische Mechanik 2 
 

:0=∑ AxM  040=+− AxM  

=> kNmM Ax 40=  

:0=∑ AyM  04404.2 =+⋅− BzF  

=> kNFBz 24=  

:0=∑ zF  040 =−+− BzAz FF  

=> kNFAz 16=  
 
 
 
 

Innere Kräfte und Momente im zu untersuchenden Balken: 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Spannungen infolge Torsion und Querkraft muss, das Profil als 
dünnwandig betrachtet werden. Infolge dessen wird es auch bei der Berechnung der 
Spannungen infolge des Biegemoments als dünnwandig betrachtet. 
 
Spannungsbetrachtung und Schweißnahtschubfluss am Querschnitt C: 
 

Für die Berechnung der Normalspannungen infolge des Biegemoments 
benötigt man das Flächenträgheitsmoment. Da am Querschnitt C das 
Profil symmetrisch zur waagrechten Mittellinie ist, liegt auf dieser der 
Gesamtflächenmittelpunkt. 

4752 101.31048210190752 mmI y ⋅=⋅⋅+⋅⋅⋅=  

 
Bei der Berechnung des Torsionswiderstandsmoments stellen die Flanken 
des U-Profils ein offenes Profil dar. Da offene Profile im Verhältnis zu 

geschlossenen Profilen bei der Torsion eine deutlich geringere Steifigkeit besitzen, können 
die Flanken bei der Berechnung der Torsionsbelastungen vernachlässigt werden. Somit 
resultiert für die Torsionsberechnung ein geschlossenes Rechteckprofil mit der Breite 190mm 
und der Höhe 150mm. 

35107.51015019022 mmsAW mt ⋅=⋅⋅⋅==  

 
Die Schubspannungen infolge des Torsionsmoments sind über dem ganzen Querschnitt 
konstant. Da die Normalspannungen infolge des Biegemoments bei einem gestreckten Balken 
gegenüber der Schubspannung infolge Querkraft überwiegen, ist die maximale 
Vergleichsspannung σmax am Ort der maximalen Normalspannungen infolge des 
Biegemoments. Dies ist n den Bauteilober- und -unterseiten. Innerhalb dieser Bereiche ist in 
den Eckpunkten die Schubspannungen infolge Querkraft am größten, daher sind in den 
Ecken, wo sich die Schubspannungen infolge Torsionsmoment und Querkraft addieren, die 
maximalen Vergleichspannungen. 
 
Maximale Normalspannungen σmax infolge des Biegemoments: 
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27

6

maxmax 9375
101.3

104.38

mm

N
z

I

M

y

y =
⋅
⋅==σ  

 
Konstant Schubspannung τTorsion infolge des 
Torsionsmoments: 

25

6

70
107.5

1040

mm

N

W

M

t

t
Torsion =

⋅
⋅==τ  

 
Für die Berechnung der Schubspannungen infolge Querkraft in den Eckpunkten wird das 
dortige statische Moment Sy benötigt. Dazu muss der halbe Flächeninhalt des oberen 
Flansches mit dessen Schwerpunktskoordinate multipliziert werden. 

371250
2

10190
75 mmSy =⋅⋅=  

 
Die Schubspannung infolge Querkraft in den Eckpunkten 
beträgt somit: 

27
47.371250

10101.3

16000

mm

N
S

sI

Q
y

y
Querkraft ==⋅

⋅⋅
===τ  

 
Die Wirkrichtung der Schubspannung infolge der 
Querkraft ist in der Skizze dargestellt. Da die genauen 
Abmessungen des U-Profils nicht bekannt sind, können die 

Statischen Momente im U-Profil nicht angegeben werden. Lediglich die Aussage, dass auf 
Höhe des Gesamtflächenmittelpunkts, das Maximum zu finden ist, kann gemacht werden. 
Betrachtet man den Verlauf der Schubspannungen infolge Torsionsmoment und Querkraft 
stellt man fest, dass diese sich in den linken Ecken addieren, wodurch dort die maximalen 
Gesamtschubspannungen τmax innerhalb des oberen oder unteren Flansches anzutreffen sind. 

2max 74470
mm

N
QuerkraftTorsion =+=+= τττ  

 
Maximale Vergleichsspannung σmax: 

2
222

max
2
max 158743933

mm

N
v =⋅+=+= τσσ  

 
Den maximalen Schubfluss qmax innerhalb der Schweißnähte findet man in den linken. 

mm

N
sq 7401074max =⋅==τ  

 
Spannungsbetrachtung und Schweißnahtschubfluss am Querschnitt D: 
 

Für die Berechnung der Normalspannungen infolge des 
Biegemoments benötigt man das Flächenträgheitsmoment. Da 
am Querschnitt D das Profil nicht symmetrisch zu einer 
Waagrechten ist, muss vorab die Lage des 
Gesamtflächenmittelpunkts zs’ bestimmt werden. Dazu wird 
das Bezugskoordinatensystem z’ eingeführt. 
 

y

z

70N/mm²

70N/mm² 70N/mm²

70N/mm²

y

z

4N/mm² 4N/mm²
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mmzs 51
2000210190

2000752101900 =
⋅+⋅

⋅⋅+⋅⋅=′  

 
Mit zs’ kann das Flächenträgheitsmoment Iy ermittelt werden. 

 ( ) 47252 107.1200075512104821019051 mmI y ⋅=⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅=  

 
Das statische Moment Sy in den oberen Eckpunkten kann nicht bestimmt werden. Da der 
unteren ecken kann vom Querschnitt C übernommen werden.  
 
Betrag der Normalspannungen infolge des Biegemoments an der Bauteilunterseite: 

27

6

maxmax, 11551
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mm

N
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y
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⋅
⋅==σ  

 
Betrag der Normalspannungen infolge des Biegemoments an der Bauteiloberseite: 

27

6

maxmax, 22315051
107.1

104.38

mm

N
z
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M

y

y
oben =−

⋅
⋅==σ  

 
Das Torsionsmoment ist gleich null, somit auch die 
Spannungen infolge des Torsionsmoments. Der Betrag der 
Schubspannungen infolge der Querkraft an den unteren 
Ecken lautet: 

27
1071250

10107.1

24000

mm

N
S

sI

Q
y

y
Querkraft =⋅

⋅⋅
===τ  

 
Der Verlauf der Schubspannung infolge Querkraft kann der Skizze entnommen werden. An 
der Oberseite können die Schubspannungen infolge Querkraft nicht angegeben werden. Sie 
sind größer wie null und kleiner als 10N/mm². Somit gilt für die Vergleichsspannung σmax,oben 
an der Oberseite: 

2
22

max,, 22303
mm

N
obenobenv =⋅+> σσ  

 
An de Unterseite lautet die Vergleichsspannung σmax,unten: 

2
2222

max,, 116103115103
mm

N
untenuntenv =⋅+=⋅+= σσ  

 
Der Schubfluss qmax innerhalb der Schweißnähte lautet: 

mm

N
sq 1001010max =⋅==τ  

 
Lösungen Aufgabe 53: 
 
Beim ausgefahrenen Gestänge muss nur die Biegung und keine Torsion berücksichtigt 
werden. Beim angewinkelten Gestänge wird die Biegung durch die Torsion überlagert. Für 
die Torsion muss das Profil dünnwandig betrachtet werden. Daher wird es auch bei der 
Biegung als dünnwandig betrachtet. Neben dem Flächenträgheitsmoment Iy benötigt man die 
Fläche Am der Profilmittellinie,  den Umfang U entlang der Profilmittellinie, das 
Torsionsflächenträgheitsmoment It und das Torsionswiderstandsmoment Wt. 

y

z
10N/mm² 10N/mm²
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42
3

7316376192
12

382
2 mmI y =⋅⋅+⋅=  

22 144438 mmAm ==  

152384 =⋅=U  

109744
152

214444444 2222

=⋅⋅====

∫
U

sA

s

U
A

s

du
A

I mmm
t  

357762144422 mmsAW mt =⋅⋅==  

 
Gestrecktes Gestänge: 
 

 

:0=∑ LyM  01 =− BLy FM  

=> kNmM Ly 1=  

:0=∑ zF  01=+− LzF  

=> kNFLz 1=  
 
Für die Berechnung der Absenkung u des 
Kraftangriffspunktes muss am 
Kraftangriffspunkt die Einheitskraft 
angebracht werden. Die resultierenden 
Schaubilder ME können aus den 

dargestellten Schaubildern M = MB übernommen werden, wenn alle Größen durch 1kN geteilt 
werden. 

( )( )
mmdx

EI

MM
u

L y

EB 8.22
731632000003

1000101101 36

=
⋅⋅

⋅⋅−⋅−== ∫  

 
Der Betrag der maximalen Normalspannung infolge des Biegemomentes, die identisch ist zur 
maximalen Vergleichsspannung σmax lautet: 

2

6

maxmax 26019
73163

10

mm

N
z

I

M

y

===σ  

 
Angewinkeltes Gestänge: 
 

Am Gesamtgestänge werden die 
Lagerkraft und das Lagermoment 
bestimmt. 

:0=∑ LyM  06.0 =− BLy FM  

=> kNmM Ly 6.0=  

:0=∑ zF  01=+− LzF  

=> kNFLz 1=  
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Anschließend muss das Gesamtbauteil in zwei gerade Balken zerlegt werden. Dazu ist es 
sinnvoll, das zerlegte Bauteil in der xy-Ebene darzustellen. Das Lagermoment MLy muss in 
eine Komponente MLyp in Richtung und in eine Komponente MLys quer zum Balken B1 
zerlegt werden. Am Balken B2 erkennt man, dass ein Moment MS quer zum Balken wirksam 
sein muss. Überträgt man dieses Schnittmoment auf den Balken B1, so muss auch dieses in 
zwei Komponenten zerlegt werden. Ein Kreis mit Punkt symbolisiert eine aus der Ebene 
zeigende Kraft, ein Kreis mit Kreuz eine Kraft, die in die Ebene zeigt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Alle Schnittkräfte haben den betrag 1kN. Anhand des geometrischen Dreiecks, welches vom 
Balken B1 aufgespannt wird, kann man den Winkel α des Momentendreiecks MLy, MLyp und 
MLys erkennen. 

75.0
4.0

3.0
tan ==α  => 6.0sin =α , 8.0cos =α  

αcos=
Ly

Lyp

M

M
  => kNmMM LyLyp 48.08.06.0cos =⋅== α  

αsin=
Ly

Lys

M

M
  => kNmMM LyLys 36.06.06.0sin =⋅== α  

 
Die äußere Belastung FB erzeugt am Balken B2 ein Schnittmoment MS = 0.5kNm. Dies kann 
man mit umgekehrter Orientierung auf den Balken B1 übertragen. Am Balken B1 sind zwei 
Momente MLyp und MSp um die Balkenachse wirksam. Daher wird das 
Momentengleichgewicht um die Balkenachse (lokale x-Achse) gebildet um die Komponente 
MSp zu bestimmen. 

:0, =∑ LlokalxM  0=+− SpLyp MM  => kNmMM LypSp 48.0==  

 
Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann die Komponente MSs ermittelt 
werden. 

22
SsSpS MMM +=  => kNmMMM SpSSp 14.048.05.0 2222 =−=−=  

 
 
 
 
 
 

MLy = 0.6kNm

MLys
MLyp

0.5m

0.3m

0.4m

0.5m
MS = 0.5kNm

MS = 0.5kNm

MSs

MSp

x

y

αααα

FLz

FB = 1kN

FS = 1kN
FS = 1kN

B1
B2

MLy

MLys

MLyp

αααα

MS

MSs
MSp
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Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der Absenkung u des Kraftangriffspunktes muss am Kraftangriffspunkt 
die Einheitskraft angebracht werden. Die resultierenden Schaubilder ME können aus den 
dargestellten Schaubildern M = MB übernommen werden, wenn alle Größen durch 1kN geteilt 
werden. 

( )( ) ( )( )

( )( )

mm

dx
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MM
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u

L t

tEtB
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1
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1
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336336

=++=

⋅⋅⋅⋅
⋅

+

⋅−⋅−⋅
⋅

+

⋅⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−
⋅

=

+= ∫∫

 
Maximale Spannung im B1: 
 
Im Balken B1 sind die maximalen Beträge der Normalspannungen σmax infolge des 
Biegemomentes am Balkenanfang. Die Torsionsspannungen τmax sind über den ganzen 
Balken konstant. 
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t

t =⋅==τ  

 
Daraus resultiert im Balken B1 die folgende maximale Vergleichsspannung σv: 

2
222

max
2
max 171833933

mm

N
v =⋅+=+= τσσ  

 
Maximale Spannung im B2: 
 
Der Betrag der maximalen Normalspannung infolge des Biegemomentes ist identisch zur 
maximalen Vergleichsspannung σmax, da keine Schubspannungen infolge Torsion vorhanden 
sind: 

2

6

maxmax 13019
73163

105.0

mm

N
z

I

M

y
v =⋅=== σσ  

 
Somit liegt am Lagerungspunkt des Gestänges die am stärksten belastete Stelle. 
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Lösungen Aufgabe 54: 
 
Zu Beginn werden der Rahmen und die Rolle frei geschnitten. Die dargestellten Schnittkräfte 
sind einzutragen. 

 
 
Wegen der reibungsfreien Rolle muss die Seilkraft gleich der Gewichtskraft der Last sein. 
Dies ergibt das Gleichgewicht der Momente an der Rolle. 

:0=∑ AyM  =+− SeilRFFR
4

13
 => FFSeil 4

13=  

 
Für die Kräftebilanzen muss die Seilkraft in ihre Komponenten zerlegt werden. 

13

12

9.3

6.3, ==
Seil

xSeil

F

F
 => FFFF SeilxSeil 3

4

13

13

12

13

12
, ===  

13

5

9.3

5.1, ==
Seil

zSeil

F

F
 => FFFF SeilzSeil 4

5

4

13

13

5

13

5
, ===  

:0=∑ xF  0, =− xSeilAx FF   => FFF xSeilAx 3, ==  

:0=∑ zF  0
4

13
, =+−− FFF ySeilAz  => FFFF zSeilAz 2

4

13
, =−=  

 
Mit den bekannten Kräften FAx und FAz können am Rahmen die Lagergrößen berechnet 
werden. 

:0=∑ xF  02 =− Axx FF    => FFF Axx 2

3

2

1 ==  

:0=∑ zF  02 =+− Azz FF   => FFF Azz ==
2

1
 

:0=∑ LageryM  06.32 =− Azz LFM  => LFLFM Azz 6.38.1 ==  

 
Die restlichen Gleichgewichte müssen nicht ausgewertet werden, da die daraus resultierenden 
Größen gleich null sind. 
 
 
 
 
 
 

13/4F

FSeil

x
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FSeil,z
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Fx
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1.5L

y
z

3.9L
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Zerlegung des Trägers in fünf gerade Balken: 

 
Für die Berechnung der Schnittgrößen am Teilbalken B3 ist es sinnvoll, wenn man den 
Balken in die drei globalen Ebenen xz, yz und xy projiziert. Für den Balken kann analog 
vorgegangen werden.  

 
Innere Kräfte und Momente in den identischen Balken B1 und B2: 
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Innere Kräfte und Momente am Balken B3: 
 
Die Kraft 3/2F und die Momente 1.3LF, 3/5LF und 1/2LF zeigen weder in Balkenrichtung 
noch quer zum Balken. Daher müssen die entsprechenden Größen zerlegt werden. Dazu ist es 
hilfreich, den Balken in das lokale xy-Koordinatensystem zu projizieren. 

 
Innere Kräfte und Momente am Balken B4: 
 
Das Bauteil und die Belastung sind symmetrisch. Daher sind die inneren Größen im Balken 
B4 symmetrisch zu den Größen im Balken B3. Bei der Verschiebungsberechnung kann der 
Balken B4 berücksichtigt werden, indem die Größen des Balkens B3 doppelt verwendet 
werden. 
 
Innere Kräfte und 
Momente am 
Balken B5: 
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Für die Berechnung der senkrechten Absenkung des rechten Endes des Trägers muss dort eine 
Einheitskraft angebracht werden.  

 
:0=∑ zF      012 =+− zF  

=> 
2

1=zF  

:0=∑ LageryM    016.32 =⋅−zM   

=> LM z 8.1=  
  

 
 
Zerlegung des Trägers in fünf gerade Balken: 

 
Innere Kräfte und Momente in den identischen Balken B1 und B2 infolge der Einheitskraft: 
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Innere Kräfte und Momente am Balken B3 und B4 infolge Einheitskraft: 
 
Die die Momente 0.65L, 0.3L und 1/4L zeigen weder in Balkenrichtung noch quer zum 
Balken. Daher müssen die entsprechenden Größen zerlegt werden. Die Vorgehensweise ist 
identisch zu der bei der äußeren Belastung. 

 
 
Die Verläufe im Balken B4 müssen aus den zuvor genannten Gründen nicht berechnet 
werden. 
 
Innere Kräfte und Momente am Balken B5 infolge Einheitskraft: 
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Berechnung der Absenkung u infolge Biegemoment und Torsionsmoment in Abhängigkeit 
von E, G, Iy und It. In den Formeln gilt MyB = My, MzB = Mz und MtB = Mt. 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )

( )
tyty

t

y

y

y

GI

FL

EI

FL

GI

FL

EI

FL

LLFL
GI

LLFL

EI

LLLFLLLFL

EI

LLLFLLLFL

EI
u

3333

608.0277.15304.02083.0187.02410.72

39.078.0
1

2

3

5.05.01

6

52.002.0204.002.052.0204.11
2

6

8.165.023.165.08.126.33.21
2

+=⋅++⋅+⋅=

⋅⋅+

−−+

−+−−+−+−−+

−+−−+−+−−=

 

 
Die fehlenden Größen Iy und It des dünnwandigen Profils sind 
noch zu bestimmen. 

462
3

10333.3500502
12

1005
2 mmI y ⋅=⋅⋅+⋅=  

( ) 46

2222
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1004

5100444
mm

U

sA

s

du
A
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t ⋅=

⋅
⋅⋅===

∫
 

 
Dies ergibt den angegebenen Zahlenwert für die Verschiebung u: 

mm

GI

FL

EI

FL
u

ty

2.1226.76.114

10580000

10005000
608.0

10333.3200000

10005000
277.15608.0277.15
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=+=

⋅⋅
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⋅⋅
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Lösungen Aufgabe 55: 
 
Das Bauteil ist statisch überbestimmt gelagert. Daher ersetzt man das Lager B durch die 
Lagerkraft FB. Belastet man das Bauteil nur mit der Kraft F, ohne FB, senkt sich der Punkt B 
um den Betrag uF ab. Greift nur FB an, ohne dass F wirksam ist, so senkt sich der Punkt B um 
den Betrag uFB ab. Bei linearer Berechnung kann man superpositionieren. Das bedeutet, 
wirken beide Kräfte gleichzeitig, ergibt sich die Gesamtverschiebung u: 

FBF uuu +=  
 
Da am Punkt B das Lager die senkrechte Verschiebung verhindert, gilt u = 0. Dadurch 
gewinnt man eine Formel zur Berechnung der Lagerkraft FB. 
 
Dies bedeutet, dass man die Verschiebungen uF und uFB 
berechnet. Dazu müssen die Inneren Kräfte und Momente infolge 
F und infolge FB bestimmt werden. 

:0=∑ zF  0=+− FFAz   => FFAz =  

:0=∑ AxM    0=+− LFM Ax  => LFM Ax =  
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:0=∑ AyM    0=− LFM Ay  => LFM Ay =  

 
Innere Kräfte und Momente infolge F: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge FB: 

:0=∑ zF  0=+− BAz FF   => BAz FF =  

:0=∑ AxM    0=+− BAx LFM  => BAx LFM =  

:0=∑ AyM    0=+− BAy LFM  => BAy LFM =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Absenkung uF des Punktes B muss am Punkt B eine senkrechte Einheitskraft 
aufgebracht werden. Die daraus resultierenden Verläufe der inneren Kräfte und Momente 
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gewinnt man aus den Verläufen für die Kraft FB, indem man FB gleich eins setzt. Für die 
Momente MB und MtB verwendet man die Verläufe infolge der Kraft F. Außerdem wird 
berücksichtigt, dass für ein kreisrundes Profil It = 2Iy gilt. 

( )( ) ( )
yyytyty

F EI
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IE
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EI
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GI
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28333

1

3

1 −=−=−=−+−−=  

 
Zur Berechnung von uFB muss die gleiche Einheitskraft verwendet werden. Für die Momente 
MB und MtB verwendet man die Verläufe infolge der Kraft FB. 
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Für die Bestimmungsformel für FB ergibt sich: 

y

B

y
FBF EI

LF

EI

FL
uuu

33

20 +−=+==  => BFF 20 +−=   => FFB 2

1=  

 
Mit der bekannten Lagerkraft FB können die restlichen Lagergrößen berechnet werden. 

:0=∑ zF  0
2

1 =++− FFFAz  => FFAz 2

3=  

:0=∑ AxM    0
2

=++− LF
F

LM Ax => LFM Ax 2

3=  

:0=∑ AyM    0
2

=−+ LF
F

LM Ay  => LFM Ay 2

1=  

 
Innere Kräfte 
und Momente 
im Bauteil: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für die Berechnung der senkrechten Absenkung uC des Punktes C werden für die Momente 
MB und MtB die Schaubilder durch die gleichzeitige Belastung mit F und FB verwendet. Die 
notwendigen Schaubilder infolge Einheitskraft erhält man aus den Schaubildern, bei denen 
nur die Kraft F wirksam ist. Dabei muss F gleich eins gesetzt werden. 
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Lösungen Aufgabe 56: 
 
Die beiden Wellen und das Rad werden 
frei geschnitten. Die Lagerkräfte FAy, FAz, 
FBy und FBxz stehen senkrecht auf den 
Wellen. Die Kraft FBxz und das Moment 
MB liegen beide in der xz-Ebene und sind 
jeweils um 45° gegenüber der x-Achse 
gedreht. Daher müssen beide in 
Komponenten in x- und z-Richtung zerlegt 
werden. 

°= 45cos
B

Bx

M

M
 => 

2
45cos B

BBx

M
MM =°=  

°= 45sin
B

Bz

M

M
  => 

2
45cos B

BBz

M
MM =°=  

 

°= 45cos
Bxz

Bx

F

F
  => 

2
45cos Bxz

BxzBx

F
FF =°=  

°= 45sin
Bxz

Bz

F

F
  => 

2
45sin Bxz

BxzBz

F
FF =°=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gleichgewichtsbedingungen am Rad: 

:0=∑ xF  0580=−RF    => NFR 580=  

:0=∑ AxM    058025 =⋅+− RM   => NmmM R 14500=  

Die weiteren Gleichgewichtsbedingungen am Rad liefern keine zusätzlichen Informationen. 
 
Gleichgewichtsbedingungen an den beiden Wellen: 

:0=∑ xF  0=− BxF   => 0=BxzF  => 0=BzF  
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:0=∑ zF  0=−− BxAz FF  => 0=AzF  

:0=∑ AxM    0450 =−+ BxByR MFM   => ByRBx FMM 450+=  

:0=∑ AzM    01000275 =++− BzByR MFF  => ByRBz FFM 1000275 −=  

mit  Bz
B

Bx M
M

M ==
2

 => ByRByR FFFM 1000275450 −=+   

=> RRBy MFF −= 2751450  

=> N
MF

F RR
By 100

1450

14500580275

1450

275 =−⋅=−=  

=> NmmFMMM ByRBzBx 5950010045014500450 =⋅+=+==  

=> NmmMMM BxBzB 84146259500 ====  

:0=∑ yF  0580 =+− ByAy FF  => NFF ByAy 480580 =−=  

 
Anschließend müssen die beiden Wellen frei geschnitten werden und die dargestellten 
Schnittgrößen eingezeichnet werden. Die Schnittgrößen am linken Balken B1 sind mit der  

 
Standardmethode zu bestimmen. Überträgt man die am linken Balken gewonnen Größen 
direkt auf den rechten Balken 
B1 zeigen die beiden Momente 
weder in Balkenrichtung noch 
quer zum Balken. Um auch die 
Momente am rechten Balken 
B2 so anzugeben, dass sie in 
Balkenrichtung oder quer zum 
Balken zeigen, wird ein 
Zwischenschritt durchlaufen. Am rechten Ende des linken Balkens B1 wird das 
Gesamtmoment Mges berechnet.  

NmmM ges 10550114500104500 22 =+=  

 
Am linken Ende des Balkens B1 wirkt das Gegenmoment mit dem Betrag Mges, welches in 
eine Komponente Mp in Balkenrichtung und in eine Komponente Ms zerlegt werden kann. Da 
sich das innere Torsionsmoment im Balken nicht ändert, muss der Betrag des Moments Mp 
gleich dem des Momentes MB sein.  

:0=∑ CxM    0=− Bp MM   => NmmMM Bp 84146259500 ===  

 
Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann Ms bestimmt werden. 

xy z
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22
spges MMM +=  =>    NmmMMM pgess 6364024500084146105501 2222 ==−=−=  

 
Innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Maximale Vergleichsspannung im Balken B1: 
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Maximale Vergleichsspannung im Balken B2: 
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Lösungen Aufgabe 57: 
 
a.) Kraft F1: 
 
6 Gleichgewichtsbedingungen zur 
Bestimmung der 6 unbekannten Lagerkräfte: 

:0=∑ xF  0=+ BxAx FF  

:0=∑ yF  0=− AyF  

:0=∑ zF  01 =−−− CzBzAz FFFF  

:0=∑ AxM  0221 =++− CzBz LFLFLF  

x

-480N

100NQy

x
132000NmmMz

x

-14500Nmm

Mt

x
100NQy

x
63640NmmMz

x-84146Nmm
Mt

B1 B2

104500Nmm

F1
FAx = 0

FAz = F1/2
FAy = 0

FBz = F1/4

FCz = F1/4

FBx = 0

x
y

z
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:0=∑ AyM  0=+−− CzBzBx LFLFLF  

:0=∑ AzM  02 =BxLF  

 
Die Auswertung der 6 Gleichgewichtsbedingungen ergibt: 

21FFAz = ,  41FFF CzBz == ,  0=== AyBxAx FFF  

 
Kraft F2: 
 
Gleichgewichtsbedingungen: 

:0=∑ xF  0=+ BxAx FF  

:0=∑ yF  0=− AyF  

:0=∑ zF  03 =−−− CzBzAz FFFF  

:0=∑ AxM  0222 =++− CzBz LFLFLF  

:0=∑ AyM  02 =+−− CzBzBx LFLFLFLF  

:0=∑ AzM  02 =BxLF  

 
Auswertung: 

22FFAz = ,  243 FFBz = ,  42FFCz −= ,  0=== AyBxAx FFF  

 
Kraft F3: 
 
Gleichgewichtsbedingungen: 

:0=∑ xF  03 =++ BxAx FFF  

:0=∑ yF  0=− AyF  

:0=∑ zF  0=−−− CzBzAz FFF  

:0=∑ AxM  022 =+ CzBz LFLF  

:0=∑ AyM  0=+−− CzBzBx LFLFLF  

:0=∑ AzM  023 =+ BxLFLF  

 
Auswertung:  

0=AzF , 43FFBz = ,  43FFCz −= ,  23FFF BxAx −== , 0=AyF  

 
Kraft F1+F2+F3: 
 
Bei der Lagerkraftberechnung handelt es sich um eine lineare Berechnungsaufgabe. Dies 
bedeutet, dass für die Berechnung der Lagerkräfte infolge F1+F2+F3 die Lagerkräfte der 
Einzelbelastungen der drei Kräfte überlagert bzw. addiert werden. 
 

22 21 FFFAz +=  

4434 321 FFFFBz ++=  

444 321 FFFFBz −−=  

 

FAx = 0

FAz = F2/2
FAy = 0

FBz = 3/4F2

FCz = -F2/4

FBx = 0

F2
x

y

z

FAx = -F3/2

FAz = 0
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FBz = 3/4F3

FCz = -F3/4

FBx = -F3/2

F3

x
y

z
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23FFF BxAx ==   (Orientierung 

siehe Skizze)  
0=AyF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
b.) Kraft F1: 
 
Zerlegung des Bauteils und 
innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b.)  
 

FAx = F3/2

FAz = F1/2+F2/2
FAy = 0

FBz = F1/4+3/4F2+3/4F3

FCz = F1/4-F2/4-F3/4

FBx = F3/2

F3
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Kraft F2: 
 
Zerlegung des Bauteils und innere Kräfte und Momente: 
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b.) Kraft F3: 
 
Zerlegung des Bauteils und innere Kräfte und Momente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Zerlegung der Kräfte und Momente am Balken B1 in 
Komponenten parallel und senkrecht zum Balken. 
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Zerlegung der Kräfte am Balken B2 in Komponenten 
parallel und senkrecht zum Balken. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c.) Für die Berechnung der Verschiebung w des Punktes D in z-Richtung infolge der Kraft F1 
müssen die Schaubilder für die Kraft F1 mit den Schaubildern der Kraft F2 ausgewertet 
werden, wobei F2 anschließend als Einheitskraft gleich eins gesetzt wird. 
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Die Kraft F2 muss gleich eins eingesetzt werden. 

ty GI

LF
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3
11 125.01006.00884.0 ++=  

 
Für die Berechnung der Verschiebung u des Punktes D in x-Richtung infolge der Kraft F1 
müssen die Schaubilder für die Kraft F1 mit den Schaubildern der Kraft F3 ausgewertet 
werden, wobei F3 anschließend als Einheitskraft gleich eins gesetzt wird.  
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Für F3 muss eins eingesetzt werden.  

yEI

LF
u

3
10625.0=  

d.) Für die Berechnung von H muss die Querschnittsfläche A, das Flächenträgheitsmoment Iy 
und das Torsionsflächenträgheitsmoment It in Abhängigkeit von H ausgedrückt werden. 

HsA 4=  
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Setzt man die berechneten Werte in die Gleichung für die Verschiebung w ein, so folgt: 

sGH
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w

ty
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4
0884.0125.01006.00884.0 ++=++=  

 
Vernachlässigt man den Einfluss durch die Normalkraft kann man die Gleichung nach H 
auflösen. 
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e.) Das maximale Biegemoment im Bauteil unter der Last F1 wirkt im Balken B4 und beträgt 
Mmax = LF1/2. Damit errechnet man die maximalen Normalspannungen σmax infolge des 
Biegemoments. 
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Die maximalen Normalspannungen σnormal infolge der maximalen Normalkraft Nmax wirken 
im Balken B1. 
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4

24

mm

N

Hs

F

A

N
normal =

⋅⋅
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Da im Balken B4 nur ein maximales Moment Mmax/2 anzutreffen ist, hat die Normalspannung 
σnormal keinen Einfluss auf die maximalen Normalspannungen im Bauteil. Das maximale 
Torsionsmoment beträgt Mt,max = LF1/4. Daraus resultieren die maximalen Schubspannungen 
τmax. 
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Zur Bestimmung der maximalen Vergleichsspannung σv wird der Balken B3 betrachtet. Dort 
tritt maximal Mmax/2 und Mt,max. Das halbe maximale Biegemoment bedeutet, dass im Balken 
B3 die Hälfte der maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments auftreten. 
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Da diese Vergleichsspannung σv kleiner der Normalspannung σmax im Balken B4 ist, ist die 
Normalspannung im Balken B4 gleichzeitig die maximale Vergleichsspannung. 
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Lösungen Aufgabe 58: 
 
Das Lager und das Seil werden 
durch die Lagerkräfte FAx, FAy 
und FAz, durch die 
Lagermomente MAx und MAz und 
durch die Seilkraft FS ersetzt. Für 
die Bestimmung der Seilkraft FS 
muss diese in ihre 3 
Komponenten zerlegt werden. 
Bei dreidimensionalen Aufgaben 

ist dies einfacher, wenn der Richtungskosinus anstatt 
zweier Winkel verwendet wird. Die geometrischen 
Abmessungen ergeben mit: 

Lx 2=∆ , Ly =∆  und Lz 2=∆  
  

=> LzyxLGesamt 3222 =∆+∆+∆=  

 

3
2=∆

GesamtL

x
, 

3
1=∆

GesamtL

y
 und 

3
2=∆

GesamtL

z
 

 
Die Kraftkomponenten sind Richtungskosinus mal Betrag der Gesamtkraft. Daher erhält man 
für die einzelnen Komponenten von FS: 

SS
Gesamt

Sx FF
L

x
F

3
2=∆= , SS

Gesamt
Sy FF

L

y
F

3
1=∆=  und  SS

Gesamt
Sz FF

L

z
F

3
2=∆=  

 
Für die Berechnung der Lagergrößen und der Seilkraft werden die 6 
Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt. 

:0=∑ xF  032 =−=− SAxSxAx FFFF  

:0=∑ yF  03 =−=− SAySyAy FFFF  

:0=∑ zF  032 =−+=−+ SAzSzAz FFFFFF  

:0=∑ AxM  05.1325.15.15.1 =−⋅+−=−+− LFFLMLFLFM SAxSzAx  

:0=∑ AyM  0332232 =−⋅=− LFFLLFLF SSz  

:0=∑ AzM  032325.125.1 =−⋅−=−− SSAzSySxAz FLLFMLFLFM  

 
Auswertung: 

FFAx 5.1= , FFAy 75.0= , FFAz 5.0= , LFM Ax 75.0= , LFM Az 75.3=  und 

( )FFFFFFFF SzSySxS 5.1,75.0,5.125.2 ====  

 
Für die weiteren Berechnungen wird das Bauteil in zwei gerade Balken B1 und B2 zerlegt. 
Die dargestellten Schnittgrößen müssen eingefügt werden. 
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Die Kräfte und Momente am Balken B1 zeigen 
teilweise weder in Stabrichtung noch quer zum 
Stab. Da nur die inneren Momente gesucht sind, 
ist es ausreichend, die Momente in die 
entsprechenden Komponenten zu zerlegen. Für 
die Verläufe der Momente sind nur die Sprünge 
am Anfang und Ende notwendig. Der Verlauf 
im Inneren erhält man, indem man 
Anfangswerte und Endwerte linear verbindet. 
Im Folgenden ist der Balken B1 in die lokale 
xy-Ebene projiziert. Das Moment MAx = 0.75LF 
und das rote Schnittmoment LF muss zerlegt 
werden. 
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2

5.1
tan ==

L

Lα   

=> 6.0sin =α ,  8.0cos =α   
LFLFM As 45.0sin75.0 == α  

LFLFM Ap 6.0cos75.0 == α  

LFLFM Ss 8.0cos == α  

LFLFM Sp 6.0sin == α  
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LF

0.5F

1.5L

2.5L

0.75LF

αααα
MAs MAp LF

αααα

MSp

MSs

x

y

0.75F

1.5F

3.75LF

0.5F

1.5F
0.75F

0.5F

MAs

MAp

MSp

MSs

My

x

Mz

x

Mt

x

0.45LF

0.6LF

-0.8LF

-3.75LF



HTWG Konstanz, Fakultät Maschinenbau, Studiengang MEP 152 
Übungen Technische Mechanik 2 
 
Anfang von Balken B1 zeigt das Moment MAs und am Ende das Momente MSs jeweils in 
negativer y-Richtung. Daher macht das innere Biegemoment jeweils einen Sprung nach oben 
von 0 auf 0.45L bzw. von -0.8L auf 0. Am Anfang von Balken B1 wirkt in positiver lokaler z-
Richtung das Momente 3.75LF. Am Ende des Balkens zeigt kein Moment in z-Richtung. Das 
bedeutet, dass am Anfang ein Sprung von 0 auf -3.75LF und am Ende kein Sprung vorhanden 
ist. Das innere Torsionsmoment im Balken B1 erhält man aus den Momenten MAp und MSp. 
 
Am Balken B2 ist am Balkenanfang ein positives äußeres Moment, 
welches in y-Richtung zeigt, am Ende des Balkens ist kein 
Moment wirksam. Also springt das Moment am Balkenanfang von 
0 auf –LF, am Ende ist kein Sprung. 
 
b.) Es werden die Flächenträgheitsmomente Iy, Iz und das Torsionsflächenträgheitsmoment It 
benötigt. Da das Profil quadratisch ist, sind Iy und Iz identisch. 
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Senkrechte Absenkung w des Kraftangriffspunkt infolge der Momente und der Seilkraft: 
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c.) Aus den Schaubildern erkennt man, dass am Anfang von Balken B1 die maximalen 
Vergleichsspannungen auftreten, da das große Moment Mz dominiert. Man erhält dort die 
folgende Normalspannungsfunktion: 

( ) zyzyz
I

M
y

I

M
zy

y

y

z
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Den maximalen Spannungswert σmax erhält man für y = z = 100mm. 

( )
2max 31510034.010081.2100,100

mm

N
zy =⋅+⋅==== σσ  

Die maximale Schubspannung τmax infolge des Torsionsmoments lautet: 
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Am Balkenanfang erhält man die folgende maximale Vergleichsspannung σv: 

2
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2
max 3161533153
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N
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Lösungen Aufgabe 59 (Kurzfassung): 
 
a.) Die Radkraft  FRad beträgt: 

NFFF
R

R
F KKKR 10001.0

500

50

1

2 ====  

 
b.) Betrag der maximalen Normalspannungen infolge des Biegemoments Mg:  
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Maximale Normalspannungen infolge des Normalkraft N:  

2
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Maximale Zugspannungen: 

2
4.348.788.10

mm

N
tNormalkraftBiegemomenZug =−=+= σσσ  

 
Maximale Druckspannungen: 

2
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N
tNormalkraftBiegemomenZug −=−−=+−= σσσ  

 
Maximale Schubspannungen infolge des Torsionsmoments: 
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Maximale Normalspannung σv nach Mises: 

( )
2

2222 88.1855.2336.183
mm

N
TorsionDruckv =⋅+−=+= τσσ  

 
c.) Die Normalspannungen infolge Normalkraft sind konstant über der Querschnittsfläche. 
Daher muss für die Bestimmung der Position der maximalen Normalspannungen nur die 
Normalspannungen infolge des Biegemoments betrachtet werden. Mit Hilfe der 
Biegemomente My,max und Mz,max wird die Lage des gedrehten y’z’-Koordinatensystem 
bestimmt. 
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Die maximalen Normalspannungen liegen auf der z’-Achse. Diese erhält man, wenn man die 
z-Achse um den Winkel β = 20.56° in positiver Richtung dreht. 
 
Lösungen Aufgabe 60 (Kurzfassung): 
 
a.) Innere Kräfte und Moment im Unterarm (der Unterarm zeigt vom Ellenbogen zur Hand): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Moment im Oberarm (Der Oberarm reicht vom Ellenbogen zum 
Schulterpunkt A): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b.) Maximale Normalspannung σv nach Mises: 

2
2222 7.364.939.323

mm

N
TorsiontBiegemomenv =⋅+=+= τσσ  

 
c.) Dreht man den Arm und die Kraft F um 30° ändert sich an der Vergleichsspannung σv 
nichts. Dreht man auch das Koordinatensystem haben alle von außen wirksamen Kräfte den 
gleichen Betrag, somit auch die inneren Kräfte und Momente und auch die Spannungen. 
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Lösungen Aufgabe 61: 
 
Das Fachwerk ist statisch bestimmt gelagert. Dies bedeutet, dass durch die 
Temperaturerhöhung keine Lagerkräfte entstehen und somit auch keine Stabkräfte. Für die 
Berechnung der Verschiebung u1 muss in Richtung von u1 eine Einheitskraft angebracht 
werden. Dies ergibt die dargestellten Lager- und Stabkräfte infolge Einheitskraft. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Damit kann die Verformung u1 berechnet werden. Es müssen nur die Stäbe 1 bis 4 
berücksichtigt werden. 

mmFLTFLTu
i

Eii
i

Eiiii 4.15
6

11
1750201010002100104.2 5

4

1

4

1
1 =







 ⋅+⋅⋅⋅⋅⋅=∆=∆= −

==
∑∑ αα   

 
Für die Berechnung der Verschiebung u2 wird am rechten Lager in waagrechter Richtung eine 
Einheitskraft aufgebracht und die resultierenden Lager- und Stabkräfte ermittelt. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Auch hier müssen zur Berechnung von u2 nur die Stäbe 1 bis 4 berücksichtigt werden. 
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Lösungen Aufgabe 62: 
 
Das Fachwerk ist statisch überbestimmt gelagert. Dies bedeutet, dass Lagerkräfte entstehen, 
um die Wärmeausdehnungen an den Lagern zu unterdrücken. Diese müssen bekannt sein, 
wenn man die Verschiebung in x-Richtung bestimmen möchte. Weil Lagerkräfte vorhanden 
sind, resultieren auch Stabkräfte. Für die Berechnung der Lagerkräfte wird die waagrechte 
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Lagerkraft FBx am Lager B als bekannt vorausgesetzt. Es entsteht ein statisch bestimmtes 
Bauteil. An diesem wird die waagrechte Verschiebung uBx des Knotens B in Abhängigkeit 
von der Kraft FBx bestimmt. Da wegen der Lagerung bekannt ist, dass uBx gleich null sein 
muss, gewinnt man eine Formel zur Bestimmung von FBx. 
 
Lager- und Stabkräfte in Abhängigkeit von der noch unbekannten Lagerkraft FBx. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Anschließend kann die waagrechte Verschiebung uBx infolge der Lagerkraft FBx und der 
Temperaturerhöhung angegeben werden. Dazu muss in waagrechter Richtung am Knoten B 
eine Einheitskraft angebracht werden. Die daraus resultierenden Lager- und Stabkräfte 
entsprechen den Größen infolge FBx, wenn FBx gleich eins gesetzt wird. 
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Somit sind alle Lager- und Stabkräfte bekannt. Für die Berechnung der waagrechten 
Verschiebung uC wird am Knoten C eine waagrechte Einheitskraft angebracht und die 
resultierenden Lager- und Stabkräfte bestimmt. 
 
Lager- und Stabkräfte infolge der 
waagrechten Einheitskraft am Knoten C: 
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Die Verschiebung uC infolge der Temperaturerhöhung der der daraus resultierenden 
Stabkräfte kann berechnet werden. Es müssen nur die unteren beiden Stäbe betrachtet werden. 
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Lösungen Aufgabe 63: 
 
Der skizzierte Bügel ist statisch bestimmt gelagert. Dies 
bedeutet, dass durch die Temperaturerhöhung keine 
Lagerkräfte entstehen. Durch die Wahl der skizzierten 
lokalen Koordinatensysteme gilt für jeden Teilbalken 
∆T = Tu - To = 100K. Dies ergibt in jedem Balken das 
gleiche, konstante Ersatzmoment MErsatz. 

H

T
EIM yErsatz

∆= α  

 
Für die Änderung der Länge ist die mittlere Temperaturerhöhung Tm =(Tu + To)/2 = 50K 
ausschlaggebend. Daraus resultiert in jedem Teilbalken die Ersatzkraft FErsatz. 

2

T
EATEAF mErsatz

∆== αα  

 
Für die Berechnung u muss am rechten Lager eine 
waagrechte Einheitskraft angebracht werden. 
 
Lager- und Schnittkräfte infolge der Einheitskraft: 
 
 
 
 
 
 
Innere Kräfte und Momente infolge der Einheitskraft: 
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Berechnung der Verschiebung u: 
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