Kalmanfilter

Das Schatzproblem

Geg.: N-elementiger Datensatz X = { x[0], x[1], .., X[N-1] }, der von einem
unbekannten Parameter 6 abhangt.
Ges.: Bestimmung von 8 mit Hilfe eines Schatzers, d.h. einer Funktion g mit

p(z[0]; 6)
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Klassische Schatztheorie: 0 ist unbekannt,
Grundidee: Modellierung der / aber deterministisch, d.h. 6 parametrisiert

Wahrscheinlichkeitsdichte- die WDF von x
funktion (WDF) der Daten in Bayes‘sche Schatztheorie: 0 ist wie x die
Abhangigkeit von 0 Realisierung einer Zufallsvariable =>

Modellierung Uber eine gemeinsame WDF
p(X, 6) = p(X|6) p(6)

Optimale Schatzer werden Uber Optimalitatskriterien gesucht, z.B. Minimierung der
Varianz ohne systematische Fehler (MVVU), kleinste Fehlerquadrate oder Minimie-
rung des mittleren quadratischen Fehlers.
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Mittlerer quadratischer Fehler

Ges.: Schatzer, der den (Bayes‘schen) mittleren quadratischen Fehler

e@%ff@—é) p(X,6)dXd6 minimiert.

a-priori-WDF: vor Beobachtung

Bayes‘sches Theorem: p(X, 6) = p(X|6) p(0) «— .., Haien -

. e@)ﬂ'[f@—é) p(HlX)dH]p(x) dX
. A . . \» s, ~
Wahle 6 so, dal’ e minimiert wird : %f@ _9) p(@ | X )d@ =0

Ergebnis: é=f6 PO | X)do =E(@©]|X)

d.h. der optimale Schatzer, der den mittleren quadratischen Fehler minimiert
(MMQF-Schatzer), ist der Mittelwert der a-posteriori-WDF (a posteriori : nach
Beobachtung der Daten).
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Multivariate Gaullverteilung

Equal height
contour

» Konturen konstanter Wahr-
scheinlichkeit sind Ellipsen

» Bedingte Wahrscheinlichkeiten
sind wieder gauBBverteilt mit

E(y|x) =E(y) +C,,Cpy (x~E(x))

p(x) =

1 .
expl_g(x - Aux)T Cxl(x - Aux)

1
J@r ) detC,

C,: Kovarianzmatrix (N x N, symmetrisch, positiv
definit => invertierbar) mit [C, ], = E((x; - E(x))) (x; -
E(x)) ), u,: Mittelwert

* Ist C diagonal, dann sind die x, unkorreliert und
statistisch unabhangig, p faktorisiert in ein Produkt
von 1D-Gaullfunktionen.

* Jede lineare Transformation von x mity = Ax + b
ergibt wieder eine Gau3verteilung mit p, = Ap, +b
und C = AC AT,

c, =C, -C, Cic el
yIx T My T My xx ~xy E(ylzo)—
» Sind x, und X, unkorreliert, so gilt — |
E(ylx;, x,) = E(y|x,) + E(y[x,) jo ET(ix) z

MMQF-Schitzer fiir y
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Orthogonal ItatspranIp (gilt fiir jeden linearen Schatzer)
MMQF-Schatzer fiur Gauverteilung: é = E0) + Cxechl(x - E(x))

Annahme E(x) =E(0) =0 => 0 = C,Cix
d.h. Schatzer ist eine Linearkombination der Daten

Anwendungsfall: Geg. seien Daten x[1] bis X[N-1], geschatzt werden soll X[N].

Fa

Innovation: Schatzfehler X, =0 -6 =0 —-C_,C_'x

Korrelation: E(X, -x) = E(0 -C,,C*x} x)=C,, - C,,C. E(xx)
=Cy —CXQC_1C =Cp—-Cy =0

XX = XX X

» Schatzfehler bzw. Innovation ist nicht
mit den Daten korreliert, d.h.

Innovation und Daten sind zueinander o N=2 ==
orthogonal ,
« MMQF-Schatzer nutzt die X
Korrelation der Daten untereinander IR '\

aus bzw. ,,dekorreliert die Zeitreihe
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Stochastische Prozesse

+  Zustand Zufallsvariable: Regel, die jedem Ausgang eines
, Messung Zufallexperimentes eine Zahl zuweist.

: / Stochastischer ProzeR: Regel, die jedem Ausgang
' eines Zufallexperimentes eine Funktion bzw. eine
: Zeitreihe zuweist (d.h. ein Ensemble von

: >t Funktionen mit Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) ).

Charakterisierung:
 Mittelwert: Mx(t)= E(x(t))

« Autokorrelation: R(tl,t2)= E(x(tl)x(tz )) R(t,t): Durchschnittsleistung
« Autokovarianz: C(tl,t2 )= R(tl,t2 )_ M(t1 )M(tz) C(t,t): Varianz

Stationarer Prozel (im weiteren Sinne, WSS): Mittelwert konstant, Autokorrelation
hangt nur von Zeitdifferenz ab.

Diskreter WSS-ProzeR: R(t,,t,)—r, |k |= E(x[n k[n+1))

C(tlltz )e Cyx [k]= Fx [k]_ Mf
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Skalarer Gaul3-Markov-Prozel}

Statistische Modellierung eines Signals als
Korrelierter stochastischer Proze mitdem ¢
Zustandsmodell |

s[n] = as[n - 1] + u[n], n>=0 2 v I
mit Zustand s[x], u ~ N(0, 62,), s[-1] ~ -
N(u,, o2) und s[-1] unabhangig vom o e har B S
Anregungsrauschen u (GaulR-Markov- it
Prozel} 1. Ordnung). e Zustand des Systems hangt nur vom vor-
herigen Zustand und vom Eingangswert u
ab.

9=

e Fr |a| < 1 ist der Prozel? stabil, d.h. s[#n]
bleibt beschrankt fur alle n.

C « Fir |a| -> 1 ist der ProzeR stark, fiir |a| ->
i\\"\/\,\mﬁ 0 schwach korreliert.
- * Prozel3 ist nicht stationar, wird es aber

0 1ln z.n :s'u .1.(» .';.0 r;'n 7.11 x.n u.n 100 fUI’ Unend“CheS n.
oL TR » s[n] bleibt gauBverteilt fir alle .
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Statistik des Gaul3-Markov-Prozesses

- Fortpflanzungsgleichungen:
] Mittelwert
% E(s[n])
\ = aE(s[n -1]) + E(u[n])
] =aE(s[n-1])
;) 20 «i)m"plv mlmhi(:‘ ) 80 100 — E (S[n]) _n—>_oo% O
& varianz  var(s[n]) = E|(s[n] - E(s[n]))? |
i IS 1 W 5 =E|asin-11+u[n] - aE(s[n -11))*
E / = a*var(s[n-1)) + o;
0.5 ; 2
e O
e TR Ry s e B S .
Sample number, n 1-a
=> F{r unendliches n wird der Prozel}
s Gleichgewichts- stationar mit Autokorrelationsfunktion
N korrelation
S 2.0 2
1.5 O" k
;:\ k="t a

Lag number, k
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Vektorielles Gaul3-Markov-Modell

Erweiterung des skalaren
Modells auf p x 1- Signal- i > B
vektoren s[n] und r x 1-
dimensionales Anregungs-
rauschen u[n]:

s[n] = As[n - 1] + Bu[n]

mit p X p - Matrix A und p X r - Matrix B, u ~ N(0, Q), s[-1] ~ N(n,, C,) und s[-1]
unabhangig von der Eingangsgrofie u. A und B dirfen zeitlich variieren.

Fortpflanzungsgleichungen:

E(s[n]) = AE(s[n - 1]) E(s[n]) —==-0
C[n] = AC[n - 1]AT + BQBT Cln] —n=e 3., ABQBT A¥

o flr konstantes A und B wird der Prozel} asymptotisch stationér.
o flir ein stabiles System mussen die Eigenwertbetrdage von A kleiner als 1 sein
« andere Eigenschaften analog zum skalaren Modell
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Skalarer Kalmanfilter - Voraussetzungen

1. ,,Beobachtung®: Schatzung des Zustands ohne Berlcksichtigung des
Melrauschens

»Filterung®: Schatzung des Zustands unter Bericksichtigung des MefRrauschens
=> Kalman-“Filter*

2. Skalares GaulR-Markov-Signalmodell: s[n] = as[n - 1] + u[n], n>=0
Mefmodell (additives Gaul3-Rauschen): x[r] = s[n] + w[n] mit w ~ N(0, o2 [n])

unabh. von « und s[-1]
3. Vereinfachung: u, = 0

4. A-priori-Wissen Uber den im Signalmodell gegebenen zeitlichen Zusammenhang
soll verwendet werden => Bayes‘scher Ansatz.

5. Optimalitatskriterium: Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers
6. Ges..: MMQF-Schatzer fir s[#] mit sequenzieller Korrektur, d.h. neue Schatzung

soll sich aus der alten Schatzung s[» - 1] und der aktuellen Beobachtung x[#]
berechnen.
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Skalarer Kalmanfilter*

+
uln] z » s(n|
Vorhersage des Signals: /\i

§[n|n-1]=as[n-1|n-1] i
Vorhersage des MMQF: b ity BN
MIn|n-1]=a’M[n-1|n-1]+g2  =—HS)h{x [ s
Kalman-Gain: Min(n-1
nin- | :
Kln]=— Y e
o’ +M[n|n-1] . |
Korrektur der SlgnaISChatzung SChatZSChlelfe
" o
S[n|n]=S[n|n-1]+ K[n](X[n]-8§[n|n-1]) | b
i K[n] » 1-K[n] »M[njn];
Korrektur des MMQF: ‘ ‘
M[n|n]=(1-K[n)M[n|n-1] | i |
M[n|n-1]@<_ T

Initialisierung: Gainschleife o,

g-1-1J=u., M[-1]-]=02 .
sl M= *identische Gleichungen fiir x, £ 0
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Beispiel
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Kalmanfilter - Eigenschaften

» Gainberechnung lauft ohne Rickkopplung " ___@ e s Al
der Daten in einer unabhangigen Schleife /f

» Gain kann schon im voraus berechnet ' J
werden a(1 - K[n])z""

» Gainschleife kann instabil werden i

* Kalmanfilter ist ein rekursiver linearer §[n|n]=aS[n-1|n-1]+

Filter erster Ordnung mit zeitvarianten K[n](x[n] - a§[n-1|n-1])

Koeffizienten

» Keine Matrixinversion notwendig

« Kalmanfilter liefert gleichzeitig sein
eigenes Konfidenzmal3, den MMQF M[n|n]
« MMQF steigt im Vorhersageschritt und
sinkt im Korrekturschritt.

» Kalmanfilter ist der bestmogliche lineare
Filter, selbst wenn Gauf3‘sche Annahme
nicht zutrifft.

e kann auf Vektorzustande und -messungen 5 0 5 10 N
verallgemeinert werden. PR i

=a(l-K[n])s[n-1|n-1]+ K[n]x[n]

M(n|n] (x) and M[n|n — 1] (e)

f=4
o
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Vektorieller Zustand - skalare Messung

Vorh ignals:
S orhersage des Signals

Vektorielles GauBR-Markov-Modell S[n|n-1]= As[n-1|n-1]
s[n] = As[n - 1] + Bu[n] h MMOF - Matrix):
mit Zusatzannahme Q diagonal. vorhersage des QF (pxp - Matrix):
M[n|n-1]= AM[n-1|n-1]A" + BQB'

MelRmodell: T

X[ = h[nls{n] + wir] e A [h b
mit w ~ N(0, ¢2,[n]) unabh. von u Kln] = o2 + T [NIM[n [n ~1]n[n]
und s[-1] "

Korrektur der Signalschatzung:
« Kalman-Gain ist jetzt ein Vektor, $[n|n]=38[n|n-1]+ K[n](x[n]-h"[n]5[n|n-1])

MMQE cine Ma?rlx Korrektur des MMQF:
» Es mlssen gentigend Messungen

vorhanden sein M[n|n]=(1-K[n]h'[N)M[n|n-1]
e A und h mussen bestimmten
Bedingungen gentigen . .
(Beobachtbarkeit) s-1l-1]=1, M[-1]-1]=C,

Initialisierung:
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Vektorieller Zustand - vektorielle Messung

Signalmodell: wie vorher.

Lineares Melimodell:Messungen
sind m x 1- Vektoren

X[n] = H[n]s[n] + w[n]
mit w ~ N(O, C[n]) unabh. von u
und s[-1]

» Kalman-Gain und MMQF sind
Matrizen

e Achtung: Matrixinversion fur
Berechnung der Gainmatrix
erforderlich.

 Erweiterungen:

- A, B, Q zeitvariant => identische
Gleichungen

- zeitliche Korrelationen in w

- deterministisches u

Vorhersage des Signals:
S[n|n-1]= As[n-1|n-1]

Vorhersage des MMQF (p x p - Matrix):
M[n|n-1]= AM[n-1|n-1]A" + BQB'
Kalman-Gain-Matrix (p X m):
K[n]=M[n|n-1H"[n](CIn]+ H[nIM[n|n-1]H"[n])’*
Korrektur der Signalschatzung:
S[n|n]=8[n|n-1]+ K[n](X[n]-H[n]s[n|n-1])
Korrektur des MMQF:

M[n|n]=(1-K[n]JH[n])M[n|n-1]

Initialisierung:
§[_ll_]']:\l s M[_1|_1]=Cs
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Erweiterter Kalmanfilter (EKF)

Erweiterung auf nichtlineares Signal- und MeRmodell mit additiven Rauschtermen:
s[n] = a(s[n - 1]) + Bu[n] und X[n] = h(s[n]) + w[n]

mit nichtlinearen Funktionen a und h. Geschlossene L&sung fiur MMQF-Schatzer ist
nicht bekannt => Naherungslésung durch Linearisierung um S[n - 1|n - 1] und S[n|n - 1]

) 9a X da

a(s[n-1) ~a@[n-1|n-1]) + ooy s[n-1-8[n-1|n-1]) = Aln-1]= oL
~ ~ ~ 6h _ ~ _ _ 6h

h(s[n]) =hG[n|n-1]) + oIl (s[n]-S[n|n-1]) = H[n] = s s-

S[njn-1]

Achtung:

* keine Optimalitatseigenschften
* M ist hier kein verlaBliches
Konfidenzmalf}

e A[n-1] H[n] missen in jedem
Zeitschritt neu berechnet werden.

S[n|n]=3[n|n-1]+K[n](x[n]-h@E[n|n-1])) *Kund M kénnen nicht im voraus
berechnet werden.

Filtergleichungen andern sich nicht, bis auf
Vorhersage: S§[n|n-1]=a(S[n-1|n-1])

und Korrektur:
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Anwendungsbeispiel Spurwarner

Aufgabe: Detektion der Fahrbahnrandmarkie-
rungen im Kamerabild, daraus Schatzung der
Fahrzeugposition innerhalb des Spurverlaufs
mit einem erweiterten Kalmanfilter und ggf.
Warnung bei Verlassen der Spur.

Kameras

road surface



Modellierung eines Zeitschritts

« Spurverlauf wird als Polynom 3. Grades beschrieben:

c C
xE(zE)=Ax+?°z,§ +€12§

mit Krimmung d?x.
o ._ Codz
mit Krimmungsanderung N
C. = E

und Abstand zum Fahrbahnrand Ax Ldzg

Kalmanfilter

» Bewegung im Zeitschritt
At sei stiickweise konstant,
d.h. erst Translation um v At
in Richtung 6, dann
Drehung parallel zum Spur-
verlauf.

« StraRen-KS ist tangential
Zur Spur.

* v und At sei bekannt.
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Aufstellen des Signalmodells

1. Spurposition:

C . - . . N
AX ., = AX,, +?Ozé +%z§ _VAttan@ Annahme: Kleine Gierwinkel und Krimmungen

alt alt
C C
—O0=d .7 ~VAt, tanf=0 = AX . = AX,, + %(vAt)2 + 1T(vAt)3 — v, At
2. Krimmung und Krimmungsanderung: | |
Co™ =co" +CcXVAL

dC
neu alt 0
Co =C +— Az = cheu _ Calt
0Zg 700 1 =4
3.Cler- g =6, + tandﬁ ~0,, +dﬁ _
winkel: dz, dz, .
G .2 =0, +C VAt + —— (VAt)?
Halt +Colg +—24 = Hneu alt 0 2 ( )

=> Signalmodell: s[n] = As[n - 1] + u[n] mits[n] = (Ax,c,,c,,0)" und

1 Li(vAt)® L(vAt)® -vAt oci. 0 0 O
0 1 At 0 ’

N v P LA
0 0 1 0 0 0 o2 0
0 vAt i(vAt)? 1 0 0 0 o
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Aufstellen des Melfmodells

1. N Beobachtungen pro Frame 2. Transformation Welt-Kamera:
mit

X, (S[N, Yy 1) + W, Xc = COSOX. —SinBz,
X, (S[n], yb,2) + W, Yo = Ye —h
Al - : Z. =sinox. +cosfz, —d
X, (S[N], Y, ) + Wy, mit Montagehohe h und Entfer-

nung zur Hinterachse d

3. Perspektivische Abbildung 4. Auflosen nachzz. 5. Mef3gleichung (nichtlinear):

fur 0 << 1: flr 0z <<z::
Co 2, G s

XE_HZE fh einsetzen AX+ZZE+6ZE_HZE

Xb_f@x vz _d lLk=d-—= X =1
ET4E Yb 9(AX+OZE+1Z‘2 +2. —d
= f yE_h

Yo =

0 Xz +2z.-d

=> erweiterter Kalmanfilter bendtigt linearisierte MeR-
gleichung mit den Ableitungen 9%, 9%, 9%, 0X,
3(Ax) 96 "oc, " ac,
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Beispiele




