6. Prioritatslisten
(Priority Queues)

= Definition und Anwendungen
= Binare Heaps
= Anwendung: HeapSort

* Index-Heaps mit change- und remove-
Operation

= Binomiale Heaps mit merge-Operation
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Prioritatslisten

= Eine Prioritatsliste speichert eine Liste von Elementen mit Prioritaten,
far die eine lineare Ordnung (z.B. Vergleichsoperation auf Zahlen) definiert ist.

» Folgende Operationen werden effizient unterstutzt:

— deleteMax() : |0scht das Element mit grof3ter Prioritat
— insert(x): fugt ein neues Element mit Prioritat x ein.
— build(x[ ]): Aufbau einer Prioritatsliste aus einem Feld von Elementen.

= Ebenfalls moglich: deleteMin statt deleteMax
(einfach realisierbar durch geeignete Anpassung der Vergleichsoperation)

= Gleiche Prioritaten durfen mehrfach vorkommen.

= |n der Literatur wird manchmal auch von Schlusseln statt Prioritaten
gesprochen.
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Evtl. weitere Operationen

= Elemente mit einer eindeutigen Nummerierung versehen und
folgenden Operationen:

— change(i, x):
andert beim Element mit Nummer i die Prioritat auf x.

— remove(i):
loscht das Element mit Nummer i

= Verschmelzung von 2 Prioritatslisten:

— prioList1.merge(prioList2):
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Anwendungen

= Grundlegend fur Greedy-Algorithmen (gierige Algorithmen):

— Lose ein Problem, indem mit einer einfachen Teillosung begonnen
und diese schrittweise erweitert wird.

— Wahle dabei immer den bestmoglichen Schritt (hochste Prioritat)
ohne Berucksichtigung zukunftiger Schritte:
,Nimm immer das groldte Stlck zuerst”

— zahlreiche Beispiele fur Greedy-Algorithmen:
Dijkstra-Algorithmuns, Prim-Algorithmus,

Kruskal-Algorithmus, Datenkompression mit dem Huffman-Verfahren, etc.

= HeapSort:
LOosche aus einer Folge das jeweils grofdte Element und
speichere es in die sortierte Folge ab.

= Scheduler in Betriebssystemen:
Elemente der Prioritatsliste sind Jobs.
Fur schnelle Antwortzeiten erhalten kurze Jobs hohe Proritaten.
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Analyse naheliegender Implementierungen (1)

Suchbaum

Datenstruktur deleteMax() | insert(x) | build(x[]) | merge(prioList)
verkettete Liste O(n) O(1) O(n) O(1)
(unsortiert)

sortierte, O(1) O(n) O(nlog n) | O(n)
verkettete Liste

Ausgeglichener O(log n) O(logn) |[O(nlogn) | O(nlogn)

= Alle Komplexitatsangaben fur Prioritatslisten mit n Elementen.

= build bei sortierter Liste mit schnellem Sortierverfahren.

= Verkettete Liste mit Zeiger auf letztem Knoten,
so dass bei unsortierter Liste merge in O(1).
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Analyse naheliegender Implementierungen (2)

Datenstruktur change(i, x) | remove(i)

verkettete Liste mit effizienter Suchstruktur | O(log n) O(log n)
fur Nummerierung

sortierte, verkettete Liste mit effizienter O(n) O(log n)
Suchstruktur fur Nummerierung

Ausgeglichener Suchbaum mit effizienter | O(log n) O(log n)
Suchstruktur fur Nummerierung

= Nummer i zur eindeutigen ldentifizierung.

= Um bei change(i, x) bzw. remove(i) das Element mit Nummer i
effizient (d.h. O(log n)) finden zu konnen, wird zusatzlich eine
schnelle Suchstruktur far die Nummer als Schlussel benatigt.

= change(i, x) bei sortierter Liste erfordert ein teures
Umordnen in O(n).
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Heaps

= Ein Heap ist ein Baum, flr den die sogenannte Heap-Ordnung qilt:

Jeder Knoten ist grof3er als oder gleich seiner Kinder.

= Beispiele:
8 9
A T
5 7 5 8 7
N N N
5 3 3 5 5 2

= Das grolte Element steht grundsatzlich an der Wurzel.

* |n der Praxis wird versucht, die Heaps moglichst balanziert zu halten.
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Binare Heaps

= Ein binarer Heap ist ein vollstandiger Binarbaum mit Heap-Ordnung.

= |n einem vollstandigen Binarbaum hat jeder Knoten maximal zwei Kinder
und alle Ebenen sind vollstandig gefullt. Die letzte Ebene ist linksblndig

gefullt.
= Beispiel:
9
7/\8
P NN
6 4 8 2
1/ \3
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Binare Heaps als Felder

= Ein binarer Heap lasst sich einfach als Feld implementieren, in dem die
Elementen des Heaps ebenenweise in das Feld abgespeichert werden.

9
/\
/7\ /8\ a [[O] | [1] | [2] | [3] |[4] |[3] |[6] |[7]|I8]
/6\482 9 (7 |8 |6 |4 |8 |2 |1 |3
1 3

= Die Implementierung als Feld gestattet eine effiziente Baumtraversierung -
sowohl von der Wurzel als auch von den Blattern aus:

— Wurzel ist a[0].
— Die Kinder von a[i] sind a[2%i+1] und a[2*i+2].

— Der Elternknoten zu a[i] ist a[(i-1)/2] (ganzzahlige Division)

= Die Hohe eines Heaps mit n Elementen ist | log,n._.
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Operation insert und upheap (1)

= Ein neues Element wird eingefligt, indem es an das Ende des Heaps
abgespeichert wird.

= |m allgemeinen ist dann die Heap-Ordnung verletzt.

= Um die Heap-Ordnung wieder herzustellen,
wird das neue Element nach oben verschoben (Upheap).

10
6/\8 y .
eap zu Beginn.
PN PN
3 4 5 2
s
1 10
6/\8
PN PN Einflgen von 7 am Heap-Ende.
/3 4 5 2
1 X
10\
:
N Upheap auf 7 durchflihren, bis
6 4 5 2 Heap-Ordnung wieder erfiillt ist.
1 N P g
3
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Operation insert und upheap (2)

private void upheap(int k) { 10
int x = a[k]; 6/\8
while (k > 0 && a[(k-1)/2] < x) { N PN
alk] = a[(k-1)/2]; /3 4 5 2
} k= (k-1)/2; ; )
alk] = x;
}
10
public void _ins.ert(int X) { \8
antt] = x; P
upheap(n-1); 6 4 5 2
} N
1 3
private int[ ] a = new int[N]; //Heap
private intn=0; //Anzahl Elemente im Heap

= Laufzeit von upheap und damit von insert:
O(log n)
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Operation delMax und downheap (1)

= Das grofte Element a[0] kann einfach geldscht werden,
indem es durch das letzte Element des Heaps ersetzt wird:

a[0] = a[n-1];
= |m allgemeinen ist dann die Heap-Ordnung verletzt.

= Um die Heaps-Ordnung wieder herzustellen, wird a[0] nach unten
zum jeweils grollerem Kind verschoben (Downheap).

10
7/\8 Heap zu Beginn.
PN PN
6 4 5 2
PN
1 3
T~ 10 wird geldéscht und durch letztes
4 8 Element 3 ersetzt.
PN PN
6 4 5 2
/
1 8
/\
7 5 Downheap auf 3 anwenden,
N /\ bis Heap-Ordnung erfullt ist.
/6 4 2

1
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Operation delMax und downheap (2)

private void downheap(int k) {
int x = alk];
while (2*k+1 < n) { // a[k] hat Kind
int | = 2*k+1; // a[j] ist linkes Kind von a[k]
if (j+1 < n) // alk] hat rechtes Kind
if (a[j+1] > afj]) j++;
Il a[j] ist jetzt das groesste Kind
if (x >= a[j])
break; // Schleifenabbruch
alk] = a[]]
k=],
}
alk] = x;
}

public int deleteMax() {
int x = a[0];
a[0] = a[--n];
downheap(0);
return x;

Laufzeit von downheap und
damit von deleteMax:
O(log n)
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Aufbau eines Heaps: Operation build

= Wende auf letzten Nicht-Blatt-Knoten (Index n/2 — 1; ganzzahlige Divisio))
bis zur Wurzel jeweils eine downheap-Operation an.
Abwartslaufende Zahischleife!

public void build(int[ ] x) {
System.arraycopy(x, 0, a, 0, x.size);
for (inti=n/2-1;i>=0;i-)
downheap(i);

= Begrundung, warum der letzte Nicht-Blatt-Knoten den Index n/2 — 1 hat:
— Letzter Nicht-Blatt-Knoten muss Elternknoten des letzten Blattes sein.

— Letztes Blatt hat Index n-1.
— Elternknoten hat daher den Index (n-2)/2 = n/2 -1 (ganzzahlige Division)
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Beispiel zu Aufbau eines Heaps (1)

= Ziel: Umbauvona={14,7,10,2,6, 9, 5, 4, 8, 4, 3, 15, 3, 1, 3} in ein Heap.

a[O]

a[U/ \[2]
a[f;]/ \a6[4] a[51/ \a[6]
/N /N / \ / AN
4 8 4 3 15 3 1 3

= Downheap angewandt auf Position i =6, 5, 4 und 3:

14

/\
a3 a4 a2 a6
8 6 15 5
ADAN
4 2|4 3 9 3 1 3

Prof. Dr. O. Bittel, HTWG Konstanz Algorithmen und Datenstrukturen — Prioritatslisten WS 24/25 6-16



Beispiel zu Aufbau eines Heaps (2)

= Downheap angewandt auf Position i = 2 und 3:

a[1] 14 a[2]

= Downheap angewandt auf Position i = O:

a[0]

7 6 10 5
SN /N /N /N
4 2 4 3 9 3 1 3
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Analyse des Aufbaus eines Heaps

Wir nehmen elnfachgltshalbg_r an, das§ n= 2k-1. s
!I)amlt ist der Heap gln voIIstar_1_d|g.er Blr?.arb.aum, der auch P PN
in der untersten Schicht vollstandig gefullt ist. A AN
Die Hohe des Heaps ist k-1. 4 24 3 9 31 3
n=15= 241
Folgende Downheaps werden ausgefuhrt: Hohe =3

— (n+1)/4 mal Heaps der Hohe 1
— (n+1)/8 mal Heaps der Hohe 2
— (n+1)/16 mal Heaps der Hohe 3

— (n+1)/2% = 1 mal auf ein Heap der Hohe k-1

Insgesamt ergibt sich damit folgende Laufzeit (c ist eine Konstante):

T(n) = (n+1) * (1/4 +2/8 + 3/16 + ... + (k-1)/2%) * ¢
31

Damit: T(n) = O(n)
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PriorityQueue aus der Java-Collection

= Klasse PriorityQueue aus der Java-API bietet

Collection<E>

Implementierung einer Prioritatsliste an.

A

= Vergleichsoperation als Konstruktor-Parameter.

Queue<E>

= QOperationen in O(log n):

7Y

= offer zum Einfugen eines Elements ProrityQueue<E>

= poll zum Loschen des Elements mit
hochster (bzw. niedrigster) Prioritat

= peek zum Lesen des Elements mit
hochster (bzw. niedrigster) Prioritat

= ProrityQueue ist als binarer Heap realisiert.

= Keine effiziente change-Methode!
Effiziente Implementierung mit Index-Heaps
(nachster Abschnitt).
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Heapsort

Idee: a[0] a[n-1]

Heap k Sortierte Folge

Implementierung:

public static void heapSort(int[ ] a) {

/I ain ein Heap umbauen (wie bei Operation build):
for (inti=n/2-1;i>=0;i--)

downheap(a, n, i);
(an,i \ wie downheaps(i),

/I Heap abbauen und sortierte Folge aufbauen: — auller dass Heap a und Anzahl
while (n > 1) { Elemente n im Heap als
/| Im Heap sind noch mehr als 1 Eleme Parameter ubergeben werden.
int t = a[0]; a[0] = a[n-1]; a[n-1] =t
n--
downheap(a, n, 0);
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Laufzeit von HeapSort im Vergleich zu anderen Sortierverfahren

= Laufzeitanalyse von HeapSort: T(n) = O(n log n)

= Laufzeitmessungen (Zeiten in msec):

Sortierverfahren | n =20000 | n=40000 | n=60000 | n=380000 | n=100000
quickSort 2.12 3.83 5.95 8.10 10.31
quickSort3Median | 1.79 3.65 5.65 7.71 9.82
mergeSort 2.71 5.78 8.86 12.13 15.05
heapSort 2.39 5.10 8.04 11.09 14.25

= Messbedingungen:

- Die CPU-Zeiten sind in msec angegeben und wurden auf einem
IMac 2.8 GHz Intel Core 2 Duo und NetBeans 6.8 gemessen.

- Die Zeitmessungen wurden fur 30 zufallig initialisierte int-Felder mit den
verschiedenen Sortierverfahren sortiert und anschlief3end die Zeiten

gemittelt.
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Ziel: weitere Operationen change und remove

Elemente haben nun einen Prioritatswert und
eine Nummer (Index) 0,1, ..., n-1.

= Bisherige Operationen (leichte Anderung bei insert und build) werden

beibehalten:
— deleteMax() : |0scht das Element mit grof3ter Prioritat
— insert(i, x): fugt neues Element mit Nummer i und Prioritat x ein.

— build(i[ ], x[ 1):  Aufbau einer Prioritatsliste aus Feld von Elementen.

= Weitere Operationen:
— change(i, x): Prioritat des Elements mit Nummer i auf x setzen.
— remove(i): Loschen des Elements mit Nummer |.

= Effiziente Losung mit einem Index-Heap.
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Einfacher Heap |ost Problemstellung nicht effizient

N

/\

> 14 <

/\

Positonp | O | 1| 2 4 | 5 | 6
heap|p] 15| 8 | 14 14 | 10
Nummer i 1 2 4 | 5
prio[i] 14 | 15 14 | 10

Ein einfaches heap-Feld enthalt
direkt die Prioritatswerte.

Das prio-Feld ordnet jeder
Nummer den zugehdrigen
Proritatswert zu.

= Das Element mit Nummer 4 hat den Prioritatswert 14 und steht im Heap-Feld

an der Position 2.

= Problem: wie kann beispielsweise bei Element mit Nummer 4 der Prioritatswert
effizient von 14 auf 20 erh6ht werden. Element muss im Heap-Feld gefunden werden!
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Index-Heap lost das Problemstellung effizient

= Das heap-Feld enthalt nun die Nummern (Indizes) der Elemente statt den
Prioritatswerten.

= Es wird nun zusatzlich ein pos-Feld bendtigt, das fur jede Nummer die Position des
Elements im Heap angibt.

/\
6/\3 /\

Posiionp | 0 |11 21 3 | 4 |56 heap-Feld enthalt Nummer
heap[p] 210|463 |15 statt Prioritatswert

5 | 6 Das prio-Feld ordnet jeder Nummer
den zugehorigen Proritatswert zu.

Nummeri | O 1 2 3 4
prio[i] 8114 (151 6 | 14 | 10
pos|i] 1 5 0 | 4 2 6 |3

Das Pos-Feld gibt fur jede Nummer
die Position im Heap-Feld an.

= Es gilt: pos[heap[p]] = p und heap[pos[i]] =i (pos ist die inverse Abbildung zu heap).
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Operation insert

= Die Algorithmen fur insert, deleteMax und build mussen leicht angepasst werden,
wie am Beispiel insert zu sehen ist.

= Die Laufzeit von allen Operationen bleibt bei O(log n).

private void upheap(int k) { private void upheap(int k) {
int x = heap[K]; int i = heap[k]; //iist hier eine Nummer
while (k > 0 && heap|[(k-1)/2] < x) { while (k > 0 && < prio[heap[(k-1)/2]] < prioli]) {
heap[k] = heap[(k-1)/2]; heap[k] = heap[(k-1)/2];
k= (k-1)/2; pos[heap[K]] = k;
} k= (k-1)/2;
heap[k] = x; )
} Fugt Element heap[k] = i;
mit Prioritat x pos]i] = k; - :
public void insert(intx) { | in den Heap } Fugt Element mit
heap[n++] = x: ein Nummer | und_ Prioritat x
upheap(n-1); public void insert(int i, int ) { In den Heap ein
} if (pos]i] != -1) return;
priofi] = x; _ .
insert und upheap mit heap[n] = i; \ Falls i berellts im Heap
einfachem Binar-Heap posli] = n: vorhanden ist, dann
-+ mache nichts.
upheap(n-1);
}

insert und upheap mit Index-Heap
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Operation change und remove

blic int change(int i, int .
= Iif (Ipos[i] ==g1(|) Ik Andert den Vorrangswert des Elements
T — mit Nummer i auf den neuen Wert x.
int oldPrio = prio]i];
prio[i] = x; — 1 muss bereits im Heap vorhanden sein.
upheap(posiil);
downheap(pOS[i]);\\ Je nach neuer Prioritat wird das Element
return oldPrio; nach unten oder nach oben verschoben
}
public void remove(inti){ —— | | Loscht das Element mit Nummer |
if (pos]i] == -1) aus dem Heap.
return;
int remPos = posi; — I muss bereits im Heap vorhanden sein.

pos[i] = -1; T
heap[remPos] = heap[n-1]; —
pos[heap[remPos]] = remPos;

n--, Je nach Prioritat wird das Element

upheap(remPos); unten oder nach oben verschoben.
downheap(remPos);

i aus Heap loschen.
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Ubersicht Uber Laufzeiten

Datenstruktur

deleteMax() | insert(i, x) | build(i[ ], X[ ]) | change(i, X) | remove(i)
Binare Heaps O(log n) O(logn) | O(n) O(n) O(n)
(Java API PriorityQueug)
Index-Heaps O(log n) O(logn) | O(n) O(log n) O(log n)

= Alle Komplexitatsangaben fur Prioritatslisten mit n Elementen.

= Bei binaren Heaps werden die Operationen change(i, x) und remove(i)
nicht direkt unterstutzt. Daher muss das Heap-Feld zuerst durchlaufen

werden, um das Element x zu lokalisieren.
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Implementierung bei beliebigem Schlusseltyp

= Elemente haben statt Nummerierung 0,1, ... n-1 einen
beliebigen aber eindeutigen Schlussel (key).

= Speichere im Heap-Feld Schlussel ab.

= Schlussel, Prioritatswert und Position im Heap werden in einer
HashMap abgespeichert.

Position p 0 1 2 3 4 5 6
heap|p] k2 | kO | k4 | k6 | k3 [ k1 | k5
Schlussel kO | k1 k2 [ k3 | k4 | kb | kb
Prioritat 8 14 | 15 14 | 10
Position im 1 5 0 2 6
Heap

heap-Feld enthalt
Schlussel (keys)

HashMap mit Schlussel

und Prioriatswert und
Heap-Position als Nutzdaten
(value)
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Effizientes Verschmelzen von Prioritatslisten

= Verschmelzung von 2 Prioritatslisten:

— prioList1.merge(prioList2)

= Weiterhin:

— deleteMax() : loscht Element mit grof3ter Prioritat
— insert(x): fugt neues Element mit Prioritat x ein.

— build(x[ ]): Aufbau einer Prioritatsliste aus Feld von Elementen.

= Losung mit einem Binomialen Heap.

Prof. Dr. O. Bittel, HTWG Konstanz Algorithmen und Datenstrukturen — Prioritatslisten SS 2025 6-32



Binomiale Baume

= Ein binomialer Baum B,, wird rekursiv wie folgt definiert:
— By besteht aus einem einzigen Knoten

— ein binomialer Baum B, wird gebildet, indem an die Wurzel eines binomialen
Baums B,,.; ein weiterer binomialer Baum B,,_; als rechtes Kind gehangt wird.

B, ©

= Die binomialen Baume B bis B, sehen damit wie folgt aus:

S 3 Ty Ty
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Eigenschaften binomialer Baume (1)

= Die Wurzel von B,, hat die Kinder By, B4, ...., B.1.
(Beweis induktiv uber n)

= B, hat die HOhe n.

= B, besteht aus genau 2" Knoten.

3Ty TRy

Beispiel:
= B, hat By, B4, B,und Bjals Kinder.
= B, hat die HOhe 4.

= B, besteht aus genau 24 = 16 Knoten.
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Eigenschaften binomialer Baume (2)

n

k
Daher auch der Name binomiale Baume.

= B, hatin der Ebene k genau ( J Knoten.
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Eigenschaften binomialer Baume (3)

= B, hatin der Ebene k genau [”] Knoten.
k

Beweis durch vollstandige Induktion Gber n:

B Anzahl der Knoten in Ebene k-1 (n -1
1”4 von B4 nach Ind.Vorauss.: k—1
[ | =
— B,
Anzahl der Knoten in Ebene k (5 -1) |\ ) -
) I
von B, nach Ind.Vorauss.: k B,

Die Anzahl der Knoten von B, in der Ebene k ist damit:

)G
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Binomiale Heaps

= Ein binomialer Heap ist eine Folge von binomialen Baumen (Wald) mit folgenden
Eigenschaften:

— die binomialen Baume erfullen die Heap-Ordnung (Eltern > Kinder),
— die binomialen Baume haben unterschiedliche Grolen,
— die binomialen Baumen sind der GroRe nach aufsteigend sortiert.

= Ein binomialer Heap mit n Elementen hat hochstens flog,(n)' viele Binomialbaume.

Beispiel:
Ein binomialer Heap mit den drei heap-geordneten Binomialbaumen
By, B> und B; und insgesamt 13 Elementen.
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Implementierung von binomialen Heaps

= Die Folge von Binomialbaumen wird in einem Feld heap gehalten,
wobei heaplk] eine Referenz auf den Binomialbaum B, ist.

= Die einzelnen Binomialbaume werden als verzeigerte Struktur realisiert, wobei jeder
Knoten einen Verweis auf sein erstes Kind und einen Verweis auf seinen rechten
Geschwisterknoten (sofern vorhanden) hat.

= Der Binomiale Heap von voriger Seite liel3e sich damit wie folgt implementieren:
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Merge-Operation bei Heap-geordneten Binomialbaumen

= Zwei heap-geordnete Binomialbaume mit der gleichen GrolRe B, lassen sich zu
einem heap-geordneten Binomialbaum B, ,, verschmelzen, indem der Baum mit

der kleineren Wurzel als rechtes Kind an die Wurzel des anderen Baums gehangt
wird.

= Beispiel:
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Merge-Operation bei binomialen Heaps

= Zwei binomiale Heaps werden miteinander verschmolzen, indem jeweils
Binomialbaume der gleichen Grolie miteinander verschmolzen werden.

= Binomiale Heaps lassen sich zu Binarzahlen B,,...B,B, abstrahieren, wobei die Ziffer
B, fur das Vorhandensein des Binomialbaums By steht.
Die Merge-Operation entspricht dann der Addition von Binarzahlen.

= Da ein Heap mit n Elementen aus maximal log(n) Binomialbaumen besteht, bendtigt
merge O(log n).
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Weiteres Beispiel fur Merge-Operation bei binomialen Heaps
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Operation insert und delMax

» insert und delMax werden auf die Operation merge zurtuckgefuhrt
und bendtigen daher ebenfalls O(log n).

public void merge(BinomialHeap p) {
verschmelze Binomial-Heap p zu diesem
Binomial-Heap wie auf Seite 6-40 beschreiben;

public void insert(int x) {
erstelle einen BinomialHeap p mit einem Element x;

this.merge(p);

public int delMax() {
bestimme aus diesem Binomial-Heap den
Binomialbaum B mit maximaler Wurzel;
l0sche B aus diesem Binomial-Heap;
bilde aus den Kindern von B ein Binomial-Heap p;
this.merge(p);
return Wert der Wurzel von B;
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Ubersicht Uber Laufzeiten

Datenstruktur deleteMax | insert build | merge
Binare Heaps O(log n) O(log n) [ O(n) | O(n)
Binomiale Heaps O(log n) O(logn) | O(n) | O(log n)

= Alle Komplexitatsangaben fur Prioritatslisten mit n Elementen.

= merge wird bei binaren Heaps nicht direkt unterstitzt und kann
wie die Operation build realisiert werden.

= build wie bei binaren Heaps in Bottom-Up-Weise:

(1) Beginne mit n heapgeordneten Binomialbaumen jeweils der Grofe 1.

(2) Verschmelze jeweils 2 heapgeordnete Binomialbaume, so dass n/2 viele
heapgeordnete Binomialbaume der doppelten Grolle entstehen.

(Falls Anzahl Binomialbaume ungerade, bleibt ein Binomialbaume ubrig, der

nicht verschmolzen wird)

(3) Wiederhole Schritt (2), bis keine Verschmelzung mehr moglich.
(4) Ergebnis ist ein binomialer Heap.

Prof. Dr. O. Bittel, HTWG Konstanz

Algorithmen und Datenstrukturen — Prioritatslisten

6-43



